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ON SOz

Golocok kadrlarin hazirlandigi ali moktoblordo Gyronilon
fonlor arasinda riyaziyyatin xiisusi shamiyyati vardir. Tolobo-
lorin riyazi biliyini yiiksaltmok, onlarin yaradici tofokkiiriinii,
istedadlarini inkisaf etdirmok, miistaqil hesablama aparmaq
vordiglorini artirmaq tglin “Riyaziyyat” fonni mithiim oho-
miyyato malikdir. Azorbaycan Dovlst Badon Torbiyasi vo
Idman Akademiyasinin tolobolori ii¢iin yazilmis bu dorslikdo
coxluq anlayisi, haqigi adadlor ¢oxlugu vo mohdud odadlor
coxlugu, odoadi ardicilliglar, yigilan vo dagilan ardicilliglar,
funksiyanin limiti, kosilmoz funksiyalar, funksiyanin kosilma
noqtalori vo onlarmn tosnifati, funksiyanin téromosinin tapil-
masi vo téromonin osas teoremlori, birdoyisonli funksiyanin
ekstremumlarinin hesablanmasi, matris anlayisi, matris {izo-
rinda Xoatti omollor vo onlarin xassalori, determinantin torifi,
xassalori vo hesablanma qaydalari, matrisin ranqi vo onun
hesablanma iisullari, vektorial va skalyar komiyyatlor, vektor-
larin xotti asililigi, Dekart koordinat sistemi, geyri-miiayyan
Vo miioyyon inteqral vo onlarin xassalori, inteqralin tatbigi vo
hesab1 togkil edir.

Darslikda nozori materialla yanas1 misallarin izahli holli
verilmisdir. Hor mévzuya aid auditoriyada hall edilacok tapsi-
riglar verilib. Darslik Azorbaycan Dovlot Badon Tarbiyasi vo
Idman Akademiyasininda “Idman menecmenti vo kommu-
nikasiya” — sifr 050804 ixtisasi ti¢lin nozords tutulmus todris
plan1 ixtisas fanlori bloku osasinda tortib edilmis vo ixtisasin
IFB-03 fonlor blokuna daxil edilmis “Riyaziyyat” fonn prog-
ramini tam ohato etmisdir.



Doarslikdon daha samorali istifado etmok {igiin asagida
verilon addimlari tagib etmok tovsiyys olunur:

1. M6vzunun avvalinda verilon nazari biliklarin dyranil-
masi

2. Movzuya aid halli ilo verilon izahli misallarin diq-
gotlo oxunmasi

3. Sorbost hall etmok tigiin verilmis misallar1 hall edor-
kon moévzuda verilon izahli misallarin hallina nozor salin-
malidir.



| FOSIL. MATRISLOR VO DETERMINANTLAR

1.1. Matris anlayis1

Matrislor texnikanin vo iqtisadiyyatin miixtolif saho-
lorindo genis totbiq olunur. Bu baximdan bir ¢ox riyazi
mosalalarin hallinda matrislor miihiim shamiyyat kash edir.

Tarif 1: m sayda sotirdon vo n sayda siitundan ibarat
olan ragamloar cadvalidir.

Matris cadvalinin har bir elementino Matris Komponenti
deyilir.

al 1 a'I 2 In
a2| 22 a2n
aml am2 - arrm

m x N matrisin Ol¢iisiidiir

Matrislorin qisa yaziligt {ligiin adston bdyiik harflorden
istifads olunur.

2 3 5
Mosalon, A = (4 6 2) matrisinin Ol¢lisic 3% 3
7 8 9
(3 satir, 3 siitun var)

Toarif: Matrisin sotirlorinin say1 siitunlarinin sayimna
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barabar olarsa (m = n), homin matriso kvadrat matris deyilir.
Kvadrat matrisin sotir vo ya siitunlarinin sayina onun tortibi
deyilir.

Nimuna: B= ( 2 4)

3 1
2 3 0
A=162]
4 1 5

Kvadrat matrisin sol yuxari1 kiinciindon sag asagi
kiinclino Qodor bir diiz xott iizorindo Yyerloson biitiin
elementlori bas diaqonal elementlori, sag yuxari kiincdan sol
asagl kiinco qodor biitiin elementlori iso olava diagonal
elementlori adlanir.

b

burada (1, 7, 6) matrisin bas diagonali, (0, 7, 5) iso alave
diagonalidir.

Tarif: O©Ogor kvadrat matrisin  bas  diaqonal
elementlorindon bagqa biitiin elementlori sifira borabordirss,
ona diagonal matris deyilir.

2
Nimuna: A= |0
0

S o ©

0
0
5

Tarif: Diagonal matrisin, bas diaqonal elementlori
vahida barabar olarsa, ona vahid matris deyilir.

6



Nimuna: E= ti¢ tortibli vahid matrisdir

U1 o Ok O
SO L OO

bu matris iso skalyar matrisdir

S o U1 OO

0 5

(bas diaqonaldaki adadlor eyni olarsa skalyar matris olur)

Tarif: ©gor matris 1x n olgili (bir satir) matrisdirse
satir-matrisi, m x 1 ol¢iilii (bir siitun) matris iso  siitun-
matrisi adlanir.

Qeyd: 1x n olgtli sotir-matrisi faktiki olarag R™
fozasina daxil olan vektor, m x1 6lgiilii stitun-matris iss R™
daxil olan vektordur.

Mosalon, 1x 2 6lgiilii satir-matris (1,2) € R?
A=[1 5]

3x1 dlgiilii siitun-matrisi iso (3,1) € R3

-f

Tarif: Hom satir vo siitunlarinin sayi, hom do uygun
elementlori borabor olarsa, onda bu matrisloro borabar
matrislor deyilir vo A = B kimi yazilir.



2 3 5

Nimuno:. A=(4 6 2
7 8 9

2 3 5

B=(4 6 2

7 8 9

Taorif: Biitiin elementlori sifira barabar olan matrislor
sifir matrisi adlanir vo O horfi ilo isars edilir.

Niimuno O=(8 8)

Tarif: B matrisinin biitlin elementlori A matrisinin
uygun elementlarinin oksidirss, onda B matrisina A matrisinin
oksi deyilir vo B = —A kimi isaro edilir.

A=(y 5)

-4=(2, )

Tarif: Ixtiyar1 m x n &lgiilii A matrisinin biitiin satirlori
ilo uygun siitunlarin yerini doyisdikdo, yeni alman n x m
Olgiili  matris ovvalki matrisin ¢evrilmisi  (transponira
olunmus) adlanir vo AT kimi isaro edilir.

2 5 7 2 4 5
Mosalon, A=1[4 6 8|; AT=|5 6 1
5 1 3 7 8 3




1.2. Matrislor izarinds amallor

Tarif: A=(a;;) matrisinin k adadins hasili, elementlori A
matrisinin biitiin elementlarinin k adadina hasilindon diizal-
dilmis B=(b;;) matrisino deyilir vo B =k A kimi isaro edilir.
Aydindir ki, B=k A= (k a;;) .

AZZX(; 3):(421 164)

Torif: m x n olgiilii A= (a;;) vo B= (b;;) matrislorinin
comi elementlari A vo B matrislorinin uygun elementlorinin
comindan diizoldilmis C=(c;;) matrisina deyilir vo C= A+B
kimi isaro edilir .

(1 3 (1 3. —
A=( ) ) va B=( ) 3 )i A+B=C

yani,
1+1 )

C( + 3+3>:<2 6)demsll,A+B:
2+ 2 5+4 4 9

{2 5)

1. 3. Matrisin adada hasili va matrisin cominin
xassalari

1. A-k=k-A

2. A-(k-L)=(A-K)-L



3. A+B=B+A

I

. A+B)+C=A+(B+C)
5 A-(k+L)=A-k+A-L
6. A+B)-k=A-k+B-k

7. A+ 0=A, A matrisinin 0 matrisi ilo comi A matrisina
barabardir

8. A+ (—A) =0, A matrisi ilo onun oksi olan matrisin comi
sifir matriso barabardir,

Burada A, B, C eyni 6lgiilii matrislar, k vo L iso adadlordir.

Misallar:(; §)+(8 8):(; 3)
2 3 =5 -2 -3 5 0 0 O
(4 -6 2>+<—4 6 —2>:<0 0 0)20
7 -8 9 -7 8 -9 0 0 O

1. 4. Matrislorin varulmasi

Qeyd: Ogor A matrisinin siitunlarinin say1 B matrisinin
satirlorinin sayma barabor olarsa, onda A matrisini B matri-
sina vurmag olar.

(Birinci matrisin har bir satrini 2-ci matrisin siitunlarina
vururug)

[1 2 4 9 0
A'[3 S]VQB"[6 8 1
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1 214 9 o
A.B_[3 5]'[6 8 1]_
1-4+2:6 1-9+2:8 1:0+2-1_
3:44+5:-6 3:-945:-8 3:0+5-1
4+12 9+16 0+16 _ [16 25
12+30 37+40 0+5 |42 67

[1 q F 9 0] F6 25 2]
' = olar
35 6 8 1] |42 67 5

Misal 1: (i (3) g)xG):?

0

2 ] demali,
5

HQ”' A2.3 ' B3_1 = C2_1

2:2+3-1+4-0_7
1-24+0-14+6-0 2

3 ox(1)-0)

0

C=

i 4 -2 1 4
- = ; = =7
Misal 2: A [6 g B [2 0] A+B="

Hslli:[4 _2]+ 1 4]_4+1 —2+4]=[Z g]

6 8] l2 ol l6+2 840
i 4 -2 1 4

: = , = —B=?
Misal 3: A [6 8]’ B [2 O] A—B=7

11



P R ey b VY

Misal4: Q=A+B-C

2 1 2
A= —1]; B:l1 3 |; c:[_z2
5 5 -2
-1 2 -1-(=2) + 2-2
)B-C= 3] [‘22 =l1-¢=2) + 3-2
5 -2 5.(=2) — (=2)-2
6
_ 4]
~14
2 61 [2+6 8
2)Q=A+B-C = —1]+[ 4 ]:—1+4 :[3]
51 l-14] ls—14] [0

Ev tapsinigi 1. Matrislar iizarinda amallar

(3 11\. 5 _(4 12 e
1) A= (10 6 ), = (8 3 ) matrislori iiciin A X B
toyin edin:

. (100 69
cavab: (88 138)

2) C=4x (152 _97); B= (_65 ig) matrislori iiciin

B x C toyin edin:

380 500 )

cavab: (_24 976
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3) C=2x (g _97); B= (_65 _02) matrislori {igiin

B x C toyin edin:

cavab: (_81834 —23?6)

2 A=( 120 iﬁ); B=2x (154 Ig) matrislori ficiin C
= A + B toyin edin:

cavab: (38 280)

1.5. Matrisin determinanti

Tarif: m x n 6l¢iili hor bir A kvadrat matrisine miioyyon
gayda ilo hesablanmig bir odod garsi qoymaq olar. Bu adod
n-tortibli A matrisinin determinanti vo Yya SadoCco olaraq
n-tortibli determinant adlanir. det A; |A| vo yaxud da A ilo
isara edilir.

Determinant matrisdon forgli olaraq cadval deyil,
ododdir. Determinantlardan xatti cobrin miixtolif mosalalo-
rinds genis istifado olunur,

a1 aqq

Niimuna A(
' a1 a1

) matrisinin determinanti

a a .. .
detAl 1 12| kimi ifado edilir,
az1 Az

Iki tortibli determinant asagidaki gaydada toyin olunan
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odado deyilir:

a;; Qg2
z1 Az
diagonal, a,, * a,, isa alava diagonal adlanur.

detA| | = a11 - azz - a12 ' az]_ burada a11 ' a22 bas

Goriindiyd kimi, iki tortibli determinant, bas vo alava
diagonal elementlarinin hasillari fargina barabardir.

Nitmuno: §|:(—4-5)—(3-2):—20—6:—26

5
Niimunao: B g =5—-6=-1

Ug tortibli determinant asagidaki qaydada toyin olunan
odado deyilir:

a
[a . (l¢ bucaq gaydasi)

ai1 412 4g3
az1 Az A3
Q31 dzz dzs
tazq A3z Q13 — A3zq Az Q13— Apq Qg3 A33 — A3z A3 Ay

A = Q41032 A3z3 + g3 A3 A31 +

1 0 2
Misal: A|3 4 1| determinanti toyin edin:
0 2 3

1)1:4-3 +0-1-0 +2-3-2 =12+0+12=24
2)2:4-0—3-03—21-1=0-0-2=-2
3)24—2 =22
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1.6. Determinantin xassalori

1) Determinantin biitiin uygun satir vo siitunlarinin
yerini doyisdikda onun giymati doyismoz.

a1 A4zp Qszq
Q12 Qpp a4z
Q13 dz3 dzz

a1 Qg2 Qg3
A1 Az Qs
az; dzz Aasz

A

2) Determinantin iki qonsu satrinin (v ya slitununun) bir-
biri ilo yerini doyisdikdo determinantin ancaq isarasi doyisar.

a1 A1 Qg3
a3z1 dzz d4szg
az1 Az dpz

ai1 Aqp  dg3
A1 Az Qs
a3y dzz dQ4szs

3) iki satri (siitunu) eyni olan determinant sifra boarabardir.

a1 Q12 Qg3

a1 Q12 Qg3
=0
a3y dzz d4szs

1.7. Xatti tanliklar sisteminin Kramer gqaydasi ila halli

Xotti tonliklor sisteminin koklorinin tapilmasinda mat-
rislorin shomiyyati daha miihiimdiir. Xatti tonliklor sistemi-
nin hollindo Kramer, matris, Qauss tsullarindan istifado
olunur. Xatti tonliklor siteminds doyisonlorin say1 tonliklorin
sayina borabor oldugu halda hor ii¢ tlisuldan istifado etmok
miimkiin olsa da, doayisonlorin say1 tonliklorin sayindan
forglondiyi halda yalniz Qauss tsulundan istifado etmok
miimkiindiir. Bu baximdan da Qauss metodu daha universal
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metoddur. Xatti tonliklor sisteminds doyisonlorin say1 tonlik-
lorin sayina barabar oldugu halda Kramer qaydasindan istifa-
do etmakls tonliklor sisteminin hallini tapmag daha moagsada
uygundur.

Tutaq ki, asagidaki kimi ii¢ doyisonli, ti¢ tonlikli xotti
tonliklor sistemi verilmisdir:

X—y+z=5
%x+y+z=6
x+y+2z=4

Tonliyin amsallarindan togkil olunmus osas determinanti
hesablayaq:

1 -1 1
A=[2 1 1|=5%#0
1 1 2

A#0 oldugundan xotti tonliklor sisteminin yegano halli var.

(A= 0 olarsa, sistemin halli yoxdur)

_ _ Ay _Az . ..
X=—— , y=——. zZ=— koklarini tapaqg.

Owvalco Ax,Ay,Az determinantlarini hesablayaq.

Ax determinantin1 hesablamaq ti¢iin 2sas determinantda
birinci stitunda sorbast hadlor yazilir:

5 -1 1
Ax=|6 1 1|=15
4 1 2
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Ay determinantim1 hesablamaq {igiin osas determinantda
ikinci stitunda sorbast hadlor yazilir:

1 51
2 6 1|=-5

1 4 2

Ay =

Az  determinantin1 hesablamaq {igiin osas determinantda
liglincii stitunda sarbast hadlor yazilir:

1 -1 5
Az=[2 1 6|=5
1 1 4
Balaliklo, x, y, z, koklorini tapaq:

_Ax 15 3 Ay -5 n _ Az 5
x_A_S_'y_A_S_'Z_A_S
=1
3x+2y=7 13 21_
{2x—4y=—6’ A=, —4| —16,
_ Ax - 4y
X=73 Y= 73
7 2|_ _13 7|_-_
sx=|' Sl=-16 ay=|) |=-32
A -16 A -16

Ev tapsing 2. Xatti tanliklar sistemini hall edin:

1) {4x +3y =17 cavab: x=2; y=3

2x—y=1
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2x—y+z=3
x+y—2z=-3 cavab: x=1; y=2;1z=3

2>{
3Ix—2y+z=2

5x —3y+z=-1
2x —y—2z=-5 cavab: x=0; y=1;z=2
Xx+2y—3z=-4

3)

x+y+z=4 X +y—z=?

—3x+2y—z=-3
4){
x—2y+3z=5

A)0; B)1; C)-1; D)2; E)3

x—2y+z=-3 x% +y% +z2=?

2x—y+2z=0
5 |
Ix—y+z=-1

A)5, B)4, C)2, D)3, E)1

1.8. Minor v cabri tamamlayici

Matris kimi determinantlar da sotir vo siitunlardan
ibarotdir. n tortibli determinantin hor hansi elementinin
yerlosdiyi sotir vo siitunu sildikdon sonra yerdo galan
elementlor n — 1 tortibli bir determinant omoalo gotirir. Bu
determinanta homin elementin minoru deyilir. a;; elemen-
tinin - minorunu M;; ilo isaro edirlor. M;; minorunun

(=1)"*/ vurugu ilo hasiline a;; elementinin cobri tamamla-
yicist deyilir vo A;; = (—1)”le-]- kimi isara olunur.
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Qeyd edak ki, n - tortibli (n >3) determinantlar1 iki vo
ya g tortibli determinantlara gotirmoklo hesablamaqg olar.
Yoni, n - tortibli determinant1 toyin etmok {i¢iin ovvalca
minor va cabri tamamlayici anlayislar: daxil edilir.

Misal: iki vo ti¢ tortibli determinantlar iiciin qeyd
olunan minoru tayin edok:

—4

A= §| igin My,=[2] =2; My =|3| =3;

M22:| _4| :_4,

(minorda satir va siitunlar pozularaq Yyerds galan elementlor
geyd olunur)

2 5 7
AB= |4 ¢ 8| iiiin
5 1 3

4 8 2 5
1\/112:|5 5| =12-40= 28, M33:|4 °|=-8

1.9. Matrisin ranqinin tapilmasi

Matrisin ranqini tapmaq tU¢iin bu matrisin sotir vo ya
stitunlarindan diizaldilmis minorunu yoxlamaq lazimdir. ©gor
bunlardan birinin determinant1 sifirdan farglidirss, onda
matrisin ranqt bu minorun tartibino borabordir. Ogor bu
minorlardan hamisinin determinanti sifira boarabor olarsa,
onda bir vahid az olan minorlara kegirik. Omoliyyat1 etdikdon
sonra aldigimiz minor sifirdan forglidirse, matrisin ranqi bu
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minorun tortibino boarabardir. ©ks halda yeno bir vahid az
olan minorlara keg¢irik. Bu qayda ilo davam etsok son
naticodo matrisin he¢ olmasa bir elementi sifirdan fargli
minoru olarsa, onda matrisin ranqi r = 1 olar. yani, rang =r

1 0 0 5 L s

Nimuna: | 0 0 0 0 |= |2 12|:12 -10=
2 0 0 12

=2+ 0. Demali, r=2.

Qeyd: Birinci siitunun dordiincii satrindoki 5 adadinin yerina
6 ododi olarsa, onda matrisin ranqi vahido barabor olur,
12-12=0;r=1

Ev tapsirig1 3. Asagidaki determinantlar1 hesablayin:

2 3 4 7 2 -1 2 5 4
a |5 1 3 b) |2 -1 3 c) [-2 5 -3
4 6 2 3 0 3 3 5 4

cavab: a)78; b) -12; c) -35

d Q=A+B-C

3 -2 3 _3
A=|=-2|; B=[2 4 |; C=[3] olarsaQ ="?
4 4 -3
18
cavab: [4]
-17
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e) Q=3-A—2B
4
-5

—4
: B:Z[—Sl
2 2

20
cavab: [—5‘
2

A=3

12 15 17
KNAB=| -4 6 -8 M;3=?
15 9 3

cavab: —126
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Il FOSIL. VEKTORLAR COBRI

2.1. Skalyar va vektorial kamiyyatlor

Fiziki kamiyyat — hor hansi bir fiziki hadiso vo ya cis-
min Komiyyatco xarakteristikasidir. Hor bir fiziki kamiyyatin
0z adi, isarasi, vahidlori, simvolu vo s. vardir. Masalon:
Uzunlug, hacm, zaman, siirat, qiivve, temperatur, tutum, kiitlo
Vo s. daxildir.

Skalyar kamiyyat — yalniz odadi giymati olan kamiy-
yatdir.

Skalyar komiyyatlor istigamoto malik deyildir. Skalyar
komiyyatlora: zaman, kiitla, temperatur, hocm, sixliq va S.
daxildir.

Vektorial kamiyyat - odadi giymati va istigamati olan
komiyyatdir.Vektorial komiyyatlora: qiivve, impuls, siirat,
tocil va's. kimi kamiyyatlor daxildir.

Qeyd: Vektorun modulu onun adadi giymatidir.

Tarif: Baslangic1 vo sonu olan istigamatlonmis diiz xott
parcasina vektor deyilir. Vektoru ya baslangic vo son
noqtalori, ya da kigik latin horflari ilo tizorindo ox isarasi
qoymagla isara edirlor:

A AB o B
AB Vo yaxud d Kkimi. Diiz xatt pargasinin uzunluguna bu
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vektorun uzunlugu deyilir. |ﬁ| vo ya |d| isaro edilir.
Mistovinin istonilon noqtesi  do  vektor sayilir. Bu
vektora sifir vektor deyilir vo |0| kimi isaro edilir.

Tarif: Baslangict vo sonu Tlst-iisto diigon istigamot-

lonmis diiz xatt parcasina sifir vektor deyilir ( 0 )

9Kks vektorlar: Uzunluglar1 barabar olan va istigamatcs

oks olan vektorlara oks vektor deyilir. (4) vo (B) vektorlar:
oks vektorlardir.

A) —_————————

§%—

2.2. Kollinear vektorlar

Ogor iki vektor bir diiz xott Vo ya paralel diiz xatlor
izorindo yerlosorso onlar kollinear vektorlardir. Kollinear
olmaq ticlin vektorlarin eyni istigamotli olmasi sort deyil.
Paralel diiz xatlor tizarindo yerlogon oks istigamatli vektorlar
da kollineardir. Kollinear vektorlarin uzunlugu da eyni ol-
maya bilor, amma onlarin uzunluqlar1 miitonasib olmalidir.

Torif. OgorX voy vektorlari iiglin X = ky Vo ya
y =k x boraborliyi 6danilorsa, onda X vo y kollinear vektor-
lardir adlanir.

Basqa sozlo, kollinear olmaq o demokdir ki, X vekto-

runun vektor x;, x,, xg x,, koordinatlar1, y vektorunun
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Vi, Y2, Y3 oo ¥, koordinatlar1 ilo miitonasibdir. Yoni, x;
=Ky, x3=Kyy, x3=Kys, e , Xn = Ky, baraborliyi
dogrudur.

— =>

Toarif. n - olgiilii vektor, nizamla gotiiriilmiis n sayda
ixtiyari x;, x5, x3 - x, hoqigi odadlori vasitosilo tayin
olunan vo X = (x4, Xp, X3 == x, ) kimi isaro edilon elemento

deyilir. x;, x5, x5 == x,, odadlori X vektorunun koordinatlart
adlanur.

Qeyd 1: R™ fozasmna daxil olan ixtiyari X vektoru
liglin, bu vektorun uzunlugu (modulu) - |X| hesablanir. Yani,

|X:| :\/xlz + xzz + xnz

Niimuna: a = (0, 3, 4) vektorun uzunlugu

|d|=+v02 + 32 + 42 =5 borabordir.

2.3. Vektorlarin toplanmasi vo ¢ixilmasi

Torif: X = (xq, xz, x3 === Xn) VO Y =(y1, ¥z, Y3 Vn)
vektorlarmin comi X+Y =(x1 Y1 x51 Y, X3t ys +o X, FYy)
gaydada toyin olunan vektora deyilir. Vektorlarin ¢ixilmasi:

)_()-_Y.) =(xy — y1; Xy — Y2, X3 — Y3 " Xn = Yn)

(agor koordinatlar malum olarsa bu usullar: totbig etmok olar)

Niimuno: X = 1, 3,-1) vo Y = (2, - 5, -1) vektorlarinin
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comini tayin edok:
X+Y =(1,3,-1)+(2, — 5, —1) = (1+2, 3+(— 5),
(=D+ (1)) =G, — 2, -2)

Vektorlar cominin xassalari

Xassal. X +y=y +X

Xassa2. (x+y)+Z=x+(y+2)

Xassa 3. Ixtiyari # iigiin ¥4 0 = ¥

Xassa 4. Ixtiyari X vektoru figiin % + (—x) = 0

Xassab5. k(X+y)=k-X+k-y

2.4. Vektorlarim skalyar hasili

Tarif. iki vektorun comi vo vektorun hogigi ododo
vurulmast amoallori X= (x4, x,, x3 = x, ) sokilli vektorlar
coxlugu n — Slgiilii vektorlar fozast adlanir vo R™ kimi isara
edilir.

Torif. R™ fozasmda X = (x;, x, X3 = Xn) Vo
V= (1, Va2, Vg ¥n ) vektorlariin skalyar hasili agagidaki
gaydada toyin olunan adods deyilir:

-

XY =(x1 Y15 Xp Yy Xn * Vn)

anl, C_i = (al - az) Va E = (b1 ' bz) ugun C_i I_; = (a1 - bl) +
+(a; " b,)
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Skalyar hasilin xassalari

- -

Xassal. X -y =y X

Xassa 2. (k-%, y)=k(% ¥)

-

Xassa3. (X, y +¢)=(¢ %)+ (¢ §)

Xassa 4. Ogor X # 0 olarsa, onda (¥, X ) >0, ogor X =0
iso, onda (¥, x)=0olur

Qeyd 1: Ogor, d Vo b vektorlari perpendikulyardirsa,
onda onlarin hasili
ib = 0
Misal 1: d= (2, 4) vo b= (3, 1) vektorlarin skalyar
hasilini tapin:
db=(a, b))+ (az-b)=(2-3)+(4-1) =6+4=10

Misal 2: d@ = (2, 8) vob = (3, 4) vektorlarmn skalyar

hasilini tapin:
Gb=(ay by)+(a,by)=(2:3)+(8-4) =6+32=38

Qeyd 2: Sifir olmayan 2 vektorlar arasindaki ¢ buca-
ginin kosinusu, uygun olaraq, asagidaki diisturlarla tapilir:

-

ab
|dl - |b|

@b = |d| - |b| cos ¢ buradan da cos ¢ =

Misal 3: d=(1, 1, 05) vo b =(0, 2, 2) vektorlari
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arasindaki bucag toyin edin:

1)db=(1"0+1-2 +2-0,5)=3

2) ld| - |b| =12 + 12 + 0,52 - V02 + 22 + 22 =,/2,25 - /8=
=15-2-v/2=3+2

ab 3

Vektorlarin skalyar hasilina aid masala halli

Masalo 1. |a| = 5, |E| |

8, ¢ = g olarsa,

a b skalyar hasilini tapin.

Holli:
a-b= IE||E|cos<p:5-8-0032:40%:20

Masale 2. |a| =2; | b|
(3@ —2 b) (5a — 6b ) skalyar hasilini tapin.

CH :g olarsa,

Hall:
(3a — 2 b) (5a — 6b ) =15a2 —18 a b — 10a b +12 b? =
=15-4-28|@| | b| cos; +12-9=168-28 23 % =84

Masalo 3. |al =3; |bl=4; q)zg olarsa, @ (2a — b)

skalyar hasilini tapin.
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Halli:
a (2a-b)=2a* —ab =2-9 — | @|| b|cost =
1
=18-3- 4~ =12
Mosala 4. |al =3, | b1=5 olarsa, m-in hansi miisbat

giymotindo @+mb vo @ —mb vektorlari perpendikulyardir?

Halli:

@ +mb vo @ —mb vektorlarnmn perpendikulyar
olmasi {i¢ilin

(@ +mb) (@ —mb) =0
a: — m2b? =0
9-25m%=0

25m?*=9

m=+

Ul w

Masalonin sortinds m-in miisbat giymati tolob olundu-

< 3
gundan cavab1 m = s olar.

Masalo 5. @ (1; 2) vo b(3; 4) vektorlarnin skalyar
hasilini tapin:
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Holli :

ab = x; " x,+7y; "y, oldugundan ab=1-3+2-4=11

Vektorial hasilo aid masala halli

Masala 6. |al=5,|bl=4, ¢ =30° olarsa,

la ; F] vektorial hasilini tapin:
Holli :
[d ; b]=1dl-|b| sinp =5- 4 sin30° =20->=10

Masale 7. @ = {2;-1; 3} b = {3; —1; 0} vektorlar
verilmigdir. [@ +b ; 2 b| vektorial hasil vektorunun

koordinantlarini tapin.

Hoalli :

[@+b;2b]= [d ;2b]+[b;2b]. Burada, bvo 2b
vektorlari kollienar oldugundan [E ;2 F] = 0 olar. Onda

[d+b;2b]=[d ;2b]=2[d ; b]
L= (-1 3113 2012 =1 - .
[a’b]'{|_1 0 ’|o 3|’|3 _1|}'{3’9'1}
Beloliklo, [@+b;2b]= [d ;2b]=2[d ; b]=
=2{3;9;1} ={6;18; 2}
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Mosalo 8. |d| =10, |b| =2, d-b =12 olarsa,

[a ; F] vektorial hasilini tapin:

Holli:
Skalyar hasilin torifino osason @ - b =1d| - |b| cose
cosp =L =12 =3
4 Talp] 102 s

Vektorial hasilin torifino gsro [d@ ; b =|d| - |b| sing

> - =1al- 18] sing = 10 -2 - £ =
[a ; b]—IaI |b|S|n<p—1O 2 5—16.
Masalo 9. 4 Lb verilmisdir. |a| = 3,|B| = 4,

(3d— b )- (d — 2b) vektorial hasilini hesablaymn:

Halli:

4 Lb oldugundan sing= sin90°=1
(Bd—b)(d—2b)=3[d ;al—6[d; b]-[b;a]+
+2[b ;b]=3-0—6[d; b|+[d;b]+20=
=—5[d ; b|=-5ldl"|b|sing =—5-3-4-1=—60

Vektorlarin qarisiq hasilina aid masala halli

Masalo 10. a {1;2;4} , b {0;3; -1}, ¢ {1;0;5}
vektorlarinin qarisiq hasilini tapin:
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Halli:

. 1 2 4
(la; b] 5):[0 3 —1]=1-3-5+0-0-4+
1 0 5

+2:(-1)1—1:3:4-0-2-5-0- (1) -1=
=15+0-2-12-0-0=1.

Masalo 11. @ {1;2;3}, b {1;1;1}, ¢&{1;2;1}
vektorlarinin qarisiq hasilini tapin:

Holli:
. B 1 2 3
(Ia; b], 8):(71’,[19;6’]):[1 1 1]:1-1-1+1-2-3+
1 2 1

+2-11-113-1-21-2-11=1+6+2-3-2-2=2.

Masalo 12. x {1;2;1} , y {1;3;4}, Z {2;3;1}
vektorlar1 tizorinds qurulmus parallelepipedin hocmini tapin.

Hoalli :
1 2 1
V=I([k’;7],2)|=[1 3 4]=1-3-1+1-3-1+
2 3 1

+2:4-2-1:3:2-1:2-1-3-4-1=
=3+3+16-6-2-12=2

Moasalo 13. Uc néqtolorinin koordinantlar1 A{1; 1; 1},
B{1;2;3}, C{2;3;4}, D{1;4;2} olan piramidanin hacmini
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tapin.

Holli :

AB={1-1;2-1;3-1}={0;1;2}

AC={2-1;3-1; 4—1}={1;2;3}

AD={1-1;4—1;2-1}={0;3; 1}
o121 ]

V=c-l1 2 3|=-(0+6+0-0-1-0)=>

0 3 1

(V= % ' Vparallepiped :12 ) |(mw R],E )|

Mosalo 14. q, I;, ¢ vektorlar1 sag tgliik toskil edirlor,
qarsiligh perpendikulyardirlar. lal = 4 | bl = 2, Icl =3
olarsa, ([c_i ; F], ¢ ) hasilini tapin:

Holli:

dLb, dLé,b L&, [d; b]=d qobul edok.

Onda d 14, dib vo da, b, d vektorlar sag ugcliik toskil
edirlor.

<

Sorto goro ¢ Ld , ¢ Lb Vo 4 b, ¢ vektorlar sag
iicliik toskil edirlor. Buradan da d 11 ¢. Bu da o demokdir

ki, d vo @ vektorlari arasindaki bucaq (d"¢) = 0. d
vektorunun uzunlugunu tapaq:

|d|=1d ; b]=ldl-|b|sin (@"b)
4 L b oldugundan, sin (aAZ)zsingzl
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|d] = 1al - [B].
Beloliklo, ([d; b], &)=(d-¢)=|d| -1¢| cos(d"¢)
cos(d”¢) = cos0 =1

(la@;b], ¢)=(d-¢)=

dl-|é| =ldl - |b| - 1¢] =

=4-2-3=24,

Ev tapsirigi 4. Vektorlar iizarinda amallar:
a) @-b=20,|al=5,|bl=8 olarsa, ¢ =?
cavab: 60°

b) a=(7, 2) vo b= (8, 3) vektorlarin skalyar hasilini
tapin.

cavab: 62

c) laj=4, |b|I=6, <p:§ olarsa @ -b skalyar

hasilini tapin.

cavab: 12

d) |al=2,]b|=3 <p=§ olarsa, (3@ —2 b) (5a — 6b

) skalyar hasilini tapm.

cavab: 84
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e) |al=5, |b|1=8, ¢== olarsa a@-b skalyar

3
hasilini tapin.

cavab: 20

k) |al=6,|bl=5, ¢=30° olarsa,

[a; F] vektorial hasilini tapin.
cavab: 15

mlﬂ=6wﬂ=2,&5=1ZMMm[&ﬂﬂ
vektorial hasilini tapin.

cavab: 0

n) |51:3,|El=1 Vo @ vo b vektorlari
arasindaki bucaq 60° olarsa,

@ vo @a—2b vektorlarinin skalyar hasilini tapin.

cavab: 6
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111 FOSIL. ALI COBRIN ELEMENTLORI

3.1. Coxluglar. Coxluqlar iizorinda amallar

Coxluq: Coxluq anlayis1 riyaziyyatin ilkin anlayis-
larindan biri olaraq har hansi bir toriflo ifads edilmir. Lakin
coxluq dedikds bircins vo ya bircins olmayan obyektlor
y1gimi (sistemi) basa diisiiliir. Coxlugu toskil edon obyektlor
coxlugun elementloridir.Coxluglar adoton boyliik horflorlo A,
B, C...., isara edilir.Coxlugun elementlori iso kigik hoarflarlo
(@, b, ¢, ) isaro olunur. Coxlugun biitiin elementlorini
A ={a;, az ....,a,} voya B =(by, by ..., b,) Kimi
ifado edirlor edirlor. Coxluglar 6z elementlari ilo birgiymatli
toyin olunur.

A ¢oxlugunun elementlorinin say1 n(A) ilo isars olunur.

Niimuno: A={0,2,4,6,8} ¢oxlugu iiciin n(A) =5

Toarif: Elementlorinin say1 sonlu olan ¢oxluga sonlu
coxluq, elementlorinin say1 sonsuz olan ¢oxluga iso sonsuz
coxluq deyilir.

Heg bir elementi olmayan ¢oxluga bos coxluq deyilir
va @ kimi isars edilir. Bos ¢oxluq ii¢iin n (@) =0

Ogar A ¢oxlugunun biitiin elementlori ham do B ¢oxlu-
gunun elementidirso, onda A c¢oxlugu B ¢oxlugunun alt ¢ox-
lugu adlanir. Yoni, Ac B

n elementli coxlugun biitiin alt coxluglarinin say1
2™-dir.

Niimuno: A= {a, b, c}, n = 3 alt coxluglarmnin say1 23=8
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Tarif: Eyni elementlordon toskil olunmus ¢oxluglara
barabor ¢oxluglar deyilir.

Nimuna: A{1,4,5,7,9} voB{4,9,1,7,5} A=B,
yoni n(4) =n(B)

C{239,12} D{3,2,12,9}C=D,

yani n(C) =n(D)

Misal 1: A={2, 3}; B={ x?-5x+ 6 =0} coxluglar
borabardir.
n(4) =n(B)

3.2. Coxluglarin birlasmasi

Tarif: iki coxlugun biitiin elementlorindon ( vo ya iki
coxlugun he¢ olmazsa birina daxil olan elementlordan) toskil
olunmus ¢oxluga bu ¢oxluglarin birlogsmasi deyilir. Simvolik
olarag AUB kimi isara olunur.

Yoni, A vo B ¢oxluglarindan birlosmoasi naticasinds
alinan yeni C ¢oxluguna hor iki ¢oxlugun biitiinii elementlari
daxildir.

Nimuna: A={1,2,3} vo B={2,3,4} AUB
={1,2,3,4}

Coxlugun 6zii ilo birlosmasi 6ziina borabardir.

AUA=A
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Coxlugun bos ¢oxlugla birlosmasi 6ziino barabardir.
AU 0=A
Nimuno: C={2,3,7,8,9}, D={8, 9,11,12}

CuD ={2,3,7,809,11,12}

(C-nin biitiin elementlori daxil edilir, sonra D-ds olub C-ds
olmayanlar daxil edir.)

3.3. Coxluglarin kasismasi

Tarif: A vo B ¢oxluglarmin hor ikisino eyni zamanda
daxil olan biitiin elementlordan ibarat olan C goxluguna bu
coxluglarin kosismasi deyilir.

Bagqa sozlo: Coxluglarin ortaq (eyni) elementorindon
toskil olunmus c¢oxluga bu g¢oxluglarin kosismasi deyilir.
(ANnB)

Nimuno: A={1,23} B={234} AnB={23,}

Misal 2: A[2, 15)ve B (-1, 14] Araliglarinin
kasismoloarini toyin edin:
Cavab: AnB=[2,14]

3.4. Coxluglarin farqi

Tarif. A vo B ¢oxluglarinin forqi A goxlugunun B-ya
daxil olmayan elementlori ¢oxluguna deyilir vo A\B Kkimi
isaroa olunur.
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Bagqa sozlo, A ¢oxlugunda olan B ¢oxlugunda olmayan
elementlordon toskil olunmus ¢oxluga A-nin  B-don forqi
deyilir vo A\ B isaro olunur. B- do olan A —da olmayan
elementlordan toskil olunmus ¢oxluga B - nin A - dan forqi
deyilir

vo B\ A isaro olunur.
Nimuna: A=1{1,2,3,4} vo B={1,2,13,15}
A\B={34} vo B\A={13,15}

Misal 3: Forz edok ki, A={1,2,3,4}vo B ={3, 4,5}
ibaratdir.

Bu iki ¢oxluq tigiin A\ B forgini vo B\ A geyd edin:
Holli:
A\B={l, 2}
B\A={5} olar

Ogor Bc A olarsa, A\B forgina B ¢oxlugunun A
coxluguna tamamlayicisi deyilir.

Xassalar

1) n(AuB)=n (A)+n (B)—n (ANB)

2) n(AuB)=n (A\B)+n (B\A) +n (ANB)
3) n(A)=n(A\B) +n (ANB)

4) n(B)= n(B\A) + n (ANB)
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Coxluglar iiciin asagidakt qanunlar dogrudur:
1) Coxlugun 6zii ilo kasismasi 6ziina barabardir. ANA =A
2) Coxlugun bos ¢oxlugla kasismasi bos ¢oxlugdur. @ N A=@
3) AnB =BNA vo AUB=BUA (yerdoyisma ganunu)

4)(AnB)NC=ANn(BNC) vo(AUBUC)=(AuB)UC
(gruplasdirma ganunu)

Movzuya aid masala halli

Masalo 1. Coxlugun alt ¢oxluglarinin sayr 32 olarsa
coxlugun neco elementi var?

Hoalli: n elementli ¢oxlugun biitiin alt goxluglarinin
sayr 2™ —dir.

32=2> n=5

Masals 2. n (A) =18, n (B) =14, n (AnB) =10 olarsa,
n(AuB) =?

Holli :
n (AuB)=n (A)+n (B)—n (AnB) =18 + 14 - 10 = 22
Masala 3. n (ANB) =5, n (A\B) =10 olarsa, n (A) =?
Halli:

n(A)=n(A\B)+n(AnB)=10+5=15
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Masala 4. n ( A\ B) = 20, n (B\A) = 10, n (AUB) = 38,
n (A) =?

Holli :

n (AuB) =n( A\B) +n (B\A) + n(ANB)
38 =20 +10 + n (ANB)

n (ANB)=38-30=38

Masala 5. n (A\B) =15, n (B\A) =14, n (AuB) =35
olarsa, n (B)=?

Holli :

(Coxluglar haqqinda qeyd edilon gaydalardan istifada
etmoklo masaloni hall edok)

n (AUB) =n (A\B) +n (B\A) + n (AnB) (2)
15+14 + n (ANB) =35
n (ANB)=35-29=6
n (A) =n (A\B) +n (ANB) (3)
n(A) = 15+6=21
n (AUB) =n (A) +n (B) - n (ANB) 1)

n (B)= n (AuB) + n (ANB)—n (A) =35+ 6—-21 =20

40



Ev tapsirigi 5. Coxluglari tayin edin:

a) Forzedok ki, A={1,57,8}vo B={1,8,9}
ibaratdir.

Bu iki ¢oxluq ligiin A\ B forgini vo B\ A geyd edin.
cavab (5,7); (9)

b) A [2,15 ) vo B (-1, 14] Aralglarmin kasismalorini
toyin edin.

cavab: [2; 14]

¢c) n(A\B) =20, n(B\A)=10, n (AuB)=238 olarsa,
n (A) =?

cavab: 28

d) n(A\B) =20, n(B\A)=10, n (AuB) =45 olarsa,
n (ANB) =?

cavab: 15

e) n(A)=20, n(B)= 14, n (AuUB) =30 olarsa,
n (A\B) =?

cavab: 16

9) n(A)=2n(B), n(AnB)=n(B)-3, n(AuB)=23
olarsa, n (B)=?

cavab: 13
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k) n(A\B) =12, n(B\A) =11, n(AuUB) =36 olarsa,
n(A)+ n(B)+ n(AnB) =?

cavab: 62

m) (—o, 7)Vvo (4, +oo ) araligimin kosismasini geyd
edin.

cavab: (4 ;7)
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IV FOSIL. HOQIQI 9DOD. HOQIQI 9DODIN
MUTLOQ QiYMOTI

4.1. Haqigi adadin miitlaq giymati

Ogar x adadini iki tam m vo n (n # 0 ) oadadlarinin
X = % nisbati Kimi tosvir etmok miimkiin olarsa, ona rasional

odod deyilir.

Istonilon rasional x ododi sonlu vo ya sonsuz dévrii
onlug kosr soklindo gdstorilo bilor. ©gor X ododini dovrii
olmayan sonsuz x = ag, a; a, ....., ay,,... onlug Kasr soklinds
gostormok miimkiindiirso, ona irrasional odod deyilir.

Biitiin rasional vo irrasional odadlor ¢oxlugunu hoqiqi
ododlor ¢oxlugu adlandirirlar. Har bir hoqiqi ododo odod
oxunun miioyyon néqtasi uygundur.

Hogigqi X odadinin miitloq giymoti (modulu) monfi

olmayan va
| x| :{ x, x=0

—X, x <0
miinasibati ilo tayin olunan | x | adadins deyilir.
Basqa sozlo, bir rogomin 0-dan uzaqligmma homin
rogomin miitlag qiymati deyilir.

Miitlag giymat bir dlgiidiir. x - adadinin miitloq giymati

| x| kimi yazilir.
Miisbat adadin modulu adadin 6ztina barabardir.

Moanfi adadin modulu monfi ilo vurulur vo moduldan
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konara ¢ixarilir.

Miitlag dayarin giymati ya 0 olar yada miisbat qiymot
olar.

Miitlaq dayarin giymati manfi ola bilmaz.

x - odadini moduldan ¢ixararkon 3 hal miimkiindiir:

—X, x <0 iso
| X| =30, x=0 iso
x, x>0 iso

Odadin modulunun ¢ixarilmasi:

) 1=71==(=7)=7

2) 10|=0

3) 171=7

4) [14+3|+]|1—-3|=4+|-2|=4+2=6

5 |vV5+3|=v5+3

6)‘\/5—2‘:—(@—2):—@+2
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4.2. Camin, fargin, hasilin, nisbatin miitlagq giymati
haqqinda teoremlar

Teorem 1. Iki hogigi odod cominin miitlogq giymoti,
homin adadlorin miitloq giymatlari comindan boyiik deyildir:

lx+yl < |x| + ]yl
Teorem 2. Iki hogigi adodin forginin miitloq giymoti,
onlari miitloq giymatlori forgindan kigik deyildir:
lx—yl= |x| -yl

Teorem 3. Iki hogigi odod hasilinin miitloq giymati
hamin adadlorin miitloq giymatlarinin hasilina borabardir:

lx -yl = |x] |yl

Teorem 4. iki hogigi adodin nisbatinin miitlog giymati
homin adadlorin miitloq giymatlari nisbatinoe barabordir:

X

y

_

Tyl

y+0

Teorem 5. |x| < M borabarsizliyi —M < x < M bora-
barsizliklari ils ekvivalentdir (eynigiicliidiir).

Barabarsizliyi hall edin:

1) |x — 5|<2

—2 <x —5<2 borabarsizliyin har torafina 5 odadini
olava etsok

3<x<7
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2) |2x —3|<1

—1<2x — 3 <1 borabarsizliyin har torafina 3 adadini
olavs etsok

2<2x<4

1<x<?2

Ev tapsinig 7: Asagidaki barbarsizliklari hall edin:
a) |x — 1]|<3; cavab: (-2 ; 4)

b) |3x —6|<3; cavab: (1;3)

c) |2x+5|>1 cavab: (—oo; —3)U (—2; +)
d |x-5|<7 cavab: [-2; 12]

e) | x + 3| > 4 borabarsizliyini 6domayan nega tam
odod var? cavab: 7

4.3. Kamiyyatin tagribi giymatinin tapilmasi.
sl xata vo miitlag xota

Taqribi adadlarin yuvarlaglasdirilmasi qaydasi:

Praktik moasalalorin hallinda bazan kamiyyatlorin tagribi
giymatlarindan istifads olunur. Kamiyyatin dogiq giymati ilo
togribi giymatinin farginin modulu tagribi giymatin miitlaq
Xotasi1 adlanir.
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Miitlaqg Xota = |dagiq giymat — taqribi giymat|
AA = |Agc - Anyg | burada
AA — miitlog Xota
Az — dogiq qiymot
Asie —togribi giymat -dir

Yoni, Miitloq Xota Glgmolor naticasinds alinan togribi
giymotin  komiyyotin  hogigi  giymotindon no  qgodor
forglondiyini gostarir.

Niimuna: 5,019 adodini yiizds bir vo onda bir dogigliyi
ilo yuvarlaglagdiraq. Yuvarlaglasma zamani yol verilon
miitlog Xotan1 hesablayaq.

Hoalli:
5,019 = 5,02 (yiizda bira godar yuvarlaglagdirma).

Yoni, 5,019 ododi 0,001 godor artmisdirs. Bu zaman
miitloq Xota

AA = |Agig- Anyg | =15,019 -5,02| = 0,001 olar.

Odadi onda bira gadar yuvarlaglasdirdigda 5,019 = 5
olur. Bu zaman adad 0,019 godor azalmis olur. Bu halda
odadin miitlaq Xotas1

AA =|5,019 - 5| =0,019 olar.

Nisbi xata — Miitloq Xatanin 6lgiilon kemiyyatin haqiqi
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giymatina nisbatidir.

Nisbi xota, nisbi gosterici oldugu tgiin  %-lo hesab-
lanilir. Yoni,
AA

£€=—" 100% (& - nisbi xatanin isarasidir)
haq

Nimuna: Apyg=5; Ase = 5,019 olan odadin
AA =|Ag - Anyg | =15,019 -5|=10,019

AA -100% = 0,019

Ahagq 5

£ = -100 = 0,38% olar
4.4, Faizin hesablanma qaydalari

Tarif: ©dadin yiizds biri hissasins faiz (%) deyilir.
Faizin % - hesablanma qaydast:

1) 9dadi faizla ifada etmak ii¢iin 100-a vurmaq
lazzimdar.

Niimuna: 0,5 adadini faizlo ifads edin:
0,5-100 =50%

2) Faizi adada c¢evirmok iigiin 100-0 bolmak
lazimdar.

Niimuna: 60% -1 adadlo ifado edin.

2 -06

100
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3) O9dadin faizini tapmagq iiciin adadi 100-a béliib,
faiz gostoran adoda vurmaq lazimdir.

Niimuna: 40 ododinin 60%-ni tapin.

=2 60 = 24%

100

4) Faizino gora adadi tapmaq iiciin adadi 100-o
vurub, faiz gostoran adads bolmok lazimdar.

Niimuna: 30%-i 150 olan odadi tapin.

150 - 100
30

=500

5) Bir adadin o birinin ne¢s faizi oldugunu tapmagq
iiciin sorusulan adadi verilon adada boéliib, 100-a vurmaq
lazimdar.

Niimuna: 80 odadi 320 odadinin nego faizidir?

80 - 100
320

=25%

6) Bir adad o birindan nec¢a faiz azdir (va ya ¢oxdur)
tapmagq iiciin iki adadin farqini verilon adads béliib, 100-2
vurmagq lazimdir.

Niimuna: 120 ododi 150- don nego faiz azdir?

150-120
150

1100 = =2.100 = 20%
150

Niimuna: 60 odoadi 40-dan nego faiz ¢oxdur?
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02100 =2 100 = 50%
40 40
Qeyd : Birinci adad ikincidon n% azdirsa, ikinci
adad birincidon n% c¢ox deyil.
Niimuna : 150 ododi 200-don nego faiz azdir? 200

odadi 150-don neg¢o faiz ¢oxdur?

Halli:
2007150 4190 = 3% .100 = 25%
200

200

150 ododi 200-don 25% azdir.

2007130 190 =22.100 =33 %
150 150 3

200 ododi 150-don 33 % % coxdur.

7) Neca faiz artdi (va ya azaldi) tapmagq ticiin coxdan
az1 cixib, artan adada (vo ya azalan adads) bolarak 100-

3 vurmaq lazimdir.

Niimuna: Koynok ovval 24 manat idi. Sonra 18
manat oldu. Qiymat ne¢o faiz azald1?

24—18 -100 :i' 100 = 25%
24 24

Faizo aid masalalar.
Masala 1. iclasda 300 nofor istirak etdi. Qobul edilmis
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gorara 225 nofar sos verdi. Qarara biitiin istirak¢ilarin nego
faizi sos verdi?

Holli :
Sas veron 225 nafarin 300 naforin neg¢s faizi oldugunu
tapmaq lazimdir:

225:100
=75%
300

cavab: 75%

Masala 2. Magazada birinci giin biitiin malin 20 %-i,
ikinci giin iso qalan malin 60%-1 satildi. Bu iki giindo
biitiin malin ne¢a faizi satildi?

Holli :

Yuxaridaki qgaydaya (2-Ci) osason faizlori odadlo
ifado edak:

Magazadaki biitiin mallar ---- 100%=1

1-ci giin satilan mal---- 20%=0,2 olarsa, onda galan
mal 1-0,2=0,8 olacaq.

2-ci glin galan malin 60%-ni tapmaq tigiin 0,8 adadinin
60%-ni tapmaliyiq:

0,8:60
100

= 0,48 (2-ci giin)
Belalikls, 1-ci giin 0,2, 2-ci giin 0,48
Iki giindo satilan malin nego faiz toskil etdiyini tapaq.
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Yuxaridaki qaydaya (1-ci) asason adodlori faizlo ifado edok:
0,2=20% , 0,48=48%
Belaliklo , iki giindo
20%+48% = 68%
cavab 68%

Masals 3. Hovuzda 280 litr su var. Yagisdan sonra
hovuzdaki su 35% artarsa, hovuzda na godor su olar?

Holli :
280 =100%
100%+35%=135%

280 — 100%

x -- 135% S o= 20135 _ 398

100

cavab: 378 litr

Masalo 4. Meyvo quruduldugda kiitlasinin  45%-ni
itirir. 80 kg tozo meyvadan no godar quru  meyvo alinar?

Holli :
80 kg-in 45% -ni hesablayagq.
80 ---100%
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X —-45% — X= ===36

80 —36 =44 kq
cavab: 44 kq

Masala 5. Televizor 480 man, tozsoran 230 man-dur.
Magaza televizora 10%, tozsorana 5% endirim etdi. 1 tozso-
ran vo 1 televizor alan miistori no godar pul 6doyacok?

Holli :

7-ci gqaydadan istifado etmoklo masaloni hall edoak.

Televizorun giymoti 10% azalarsa vo televizorun
endirimli giymatini x ilo isaro etsok:

480 — x
480

100 =10 —» x =432

Tozsoranin qiymoti 5% azalarsa Vo tozsoranin
endirimli qiymitini y ilo isaro etsok:

230 — y
230

432 +218,5=650,5

.100=5 - y=2185

cavab: 650,5man
Masala 6. ©dadin 30%-nin 10%-i adadin neg¢o faizidir?

Holli :

30%= 0,3 (2-ci gayda)

0,3 adadinin 10% -ni hesablayaq:
0.3-10 — 0103

100
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Indi is2 0,03 —iin ododin nego faizi oldugunu tapaqg.

Odad-in 100%=1 oldugunu bilirik, onda

1----- 100%
0,03 x — x=221%0_3g
cavab: 3%

Masalo 7. Muradin  pulu Orxanin pulundan 20%
azdir. Orxanin pulu Muradin pulundan ne¢o faiz ¢oxdur?

Holli :

Orxanin pulu ----- 100%=1

Muradin pulu ----- 100% — 20%=80% =0,8
Yuxaridaki qadaya (6-c1) osason,

1798 100 =22.100= 1100 = 25%
0,8 4

0,8 .
cavab: 25%

Masala 8. Biri digorinin 40%-i olan iki adodin comi
560-d1r. Bu adadlorin forqi necadir?

Holli :
1-ci odod ---- x
2-Ci odod ---- x isaro edok. Sorto gors, x + y = 560.
x --- 100%
y - 40% - y= % = %
x +2 =560
=560

5
x =400,
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y =560 —x =560—-400=160 - x—y =
=400 — 160 = 240
cavab: 240.

Masalo 9. ©dod 5 dofo artmisdir. Odod neco faiz
artmisdir?
Holli :
Ododi  x isaro edok. ©dod 5 dofo artarsa 5x olar.
Onda 7-ci gaydaya osasan
X100 = - 100 = 400%
cavab: 400%

Ev tapsirigi1 6: Faizi hesablayin:

1) Usta vo onun sagirdi 2200 detal hazirladi. Usta biitiin
detallarin 75%-n1 hazirladi. Usta neco detal hazirladi?

cavab: 1650

2) Moktabds 1600 sagird tohsil alir. Onlarin 12%-i ola
oxuyur. Moktabds neg¢a olagi var?

cavab: 192

3) 75 man doayarinds olan paltar 20% endirimlo nego
manata satilar?

cavab: 60

4) Forgi 60 olan iki odadin kigiyinin 40%-i, boyiiyliniin
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25%-no barabordir.
Bu adadlori tapin.
cavab: 160, 100
5) 60%- i ilo 32%-nin forqi 84 olan odadi tapin.
cavab: 300
6) Kubun tilini 10% artirsaq, hacmi nego faiz artar?

cavab: 33,1
7) Satici olindoki mallari faktura doyarindon 20% ucuz
almig vo faktura doyorindon 40% baha satmigdir. Satici bu

satigdan nego faiz galir oldo edor?
cavab: 60%

8) Avtomobil biitiin yolun 65%-ni getdi vo 105 km yol
galdi. Biitiin yolu tapin.

cavab: 300 km
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V FOSIL. 9DODi FUNKSIYA ANLAYISI

5.1. Funksiyanin verilma iisullari

Funksiya anlayis1 riyaziyyatin osas anlayislarindan
biridir. Funksiya s6zii latinca — «omal etmoy», «yerino
yetirmo» Vo «tamamlanmay demokdir.

Funksiya anlayismi  Alman filosfu vo riyaziyatgisi
Q.V.Leybnits elma gatirmisdir. (1616-1716). Funksiya 2 doyison
komiyyatlor arasindaki uygunlugu miioyyon edir. Burada 1-ci
doyisona ( x) sarbast dayison, 2-ci dayisona (y) asili doyison
deyilir.

Torif 1. X odadi ¢oxlugundan gotiiriilmiis hor bir x-3 Y-
coxlugundan yegano y ododini qarsit qoyan qaydaya x c¢oxlu-
gunda verilmis adadi funksiya deyilir. Adaton, adadi funksiya
y=f(x);y=g9x); y=h(x) vos. kimi isara olunur.

Burada x —o sorbast doyison vo ya fuksiyanin
arqumenti, y — o iso asili doyison vo ya x arqumentinin
funksiyasi deyilir.

X —¢oxlugu funksiyasinin toyin oblasti adlanir vo D(f)
ilo isaro olunur.

D(f) =x

f—funksiyasinin toyin oblastindan gotiirtilmiis, har bir x-
9 f(x) adadini qars1 qoymaqla alinan { f(x), x € D(f) }
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coxlugu onun giymatlor ¢oxlugu vo ya giymotlor oblasti
adlanir vo E(f) ilo isara olunur.

Ef)={f(x), x€D()}

Arqumentin har bir giymatino funksiyanin uygun qiy-
Mmotini tapmaq qaydast verilibss, funksiya verilmis hesab
edilir.

Funksiyanin torifini basqa sozlo belo do soylomak olar.

Tarif 2. x — doyisoninin har bir giymotino miioyyan
gayda ilo y —dayisoninin yegans giymati iygun galorss, y-in
belo asililigina funksional asilliq vo ya funksiya deyilir.
Adaton funksiya 3 iisulla verilir.

I. Cadval iisulu. Sorbost doyismonin giymatlaring
uygun asil1 doyigonin giymatlori cadval vasitasi ilo verilmisso,
X-in istonilon qiymati {iglin y-in uygun gqiymotini gostora
bilorik. Bu iisulda funksiya cadval vasitosilo verilir.

Codval iisulu ilo verilon funksiyanin toyin oblastt D(f)

={x1, X3, .00, Xy }
Qiymatlor coxlugu isa E(f) ={ y1, ¥2, ..., Yy pOlUI.

II. Qrafik iisul. Asili doyisonlo sorbast doyison
arasindaki asililiq koordinat miistovisinde miiayyan ayri ilo vo
ya diiz xotlo verilo bilor. Bu zaman x arqumentinin har bir
giymatino uygun y — funksiyasinin giymati verilon ayrinin
komayi ilo asanligla tapila bilor.Funksiyanin bu iisulla
verilmasi qrafik iisul adlanir.
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1. Analitik iisul. Sorbast doyisonlo asili doyisen
arasindaki uygunluq miiayyon diisturla verila bilor y = f(x)

x- arqumentinin verilmis qiymati {igiin Yy-in uygun qiy-
motini bu diisturun komayi ilo tapmaq olar. Bu halda deyirlor
ki, funksiya diisturla vo ya analitik iisulla verilmisdir.

Niimuno: y=x%—-5x+6

Bozon funksiyanin analitik ifadosi bir nego diisturla
verila bilor.

2 1 —-2<x<0
Mosalon, ={x +x+ <
95919 f(0) 3x — x? 0<x<3

oldugda deyirlor ki, funksiya hissa-hissa verilmisdir.
Praktikada ¢ox vaxt funksiya analitik tisulla verilir vo bazon
onun toyin oblastt gostorilmir.

Ogor funksiya diisturla verilib, lakin onun toyin oblas-
t1 gostarilmoyibsa, onda funksiyanin toyin oblasti arqumentin
diisturu monali edon giymatlari goxlugundan ibarat olur.

Nimuna: f(x) = xBTs funksiyasinin toyin oblastini

tapag.

Halli:

x—3 %0 yoni x # 4 oldugda x—z funksiyasinin monasi

vardir.

Ona gora do f(x) = % funksiyasinin toyin oblasiti 3-
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don bagqa biitiin haqiqi adodlor ¢oxlugdur.

D(f) = (—o0; 3) U (3; +0)

5.2. Funksiyamin qrafiki

Tarif. Koordinat miistovisininds absislori arqumentin
giymatlarina barabar olan noqtalor ¢oxluguna funksiyasinin

grafiki deyilir.

Koordinat miistavisinda verilmis hor hans1 ayri 0 zaman
miioyyon bir funksiyasinin grafiki ola bilor ki, kordinat oxuna
paralel olan istonilon diiz xotti onun an ¢oxu bir noqtods
kassin. Funksiyanin grafiki ixtiyari xott ola bilor. y = f(x)-o
Iso alinmig ayrinin (xattin ) tonliyi deyilir. ( sokil 1)

ELEMENTAR FUNKSIYALARIN QRAFIKLORI

T

y=ig x y=ctg x
y=a', 0<a<1 y=a*, a>1 L y :
y Y : i , :
| : X 1 x
! 1 T A0 & 0 i
0 g 0 2 / 2 %\
y=logx, 0<a<1 y=logx a=1 y4 1 y 4
4 y J y=-5 Y=z
14
X S R 0
o ~— o7 \
2k Y 2k
,Ylt/y_:\s.l'ﬂx YT ¥=005 X YP’T , ¥=5x
ey SR T ! X 1 x
> ¥ > » ; 4
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5.3. Askar va geyri-askar funksiyalar

Funksiyalar askar vo qeyri-askar sokildo verilo bilar.
Yoni, y = f(x) soklindo verilorss, funksiya askar sokildo
verilmis sayilir.

Nimuna 1:

y=Tx+2;, y=3x3+4x+1 y=—— vas

x+1

Amma, hor hanst riyazi diistur y -0 nazaran holl
olunmamis formada verilorsa belo funksiya geyri-askar
funksiya olur. Yani,

F(x,y)=0

Nimuno 2: 5x —y + 7 = 0 funksiyas1 qeyri-askar
formada verilib.

—y=—5x—7

y =5x + 7 (askar soklo gotirildi)

5.4. Funksiyasinin artmasi v azalmasi

Tarif 1. X coxlugunda arqumentin bdyiikk qgiymatine
funksiyanin bdyiik qiymoti uygun golorss, f — funksiyasina
bu ¢oxlugda artan funksiya deyilir. Basqa sozls, istonilon
xX1X, €EX lglin  x; < x, oldugda f(x;) < f(x,) olarsa,
f — funksiyasina X — coxlugunda artan funksiya deyilir.
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Toarif 2. X-¢oxlugunda arqumentin bdyiik qiymatine
funksiyasinin kigik qiymoti uygun golorss, f- funksiyasina bu
coxlugda azalan funksiya deyilir.

Basqa sozlo istonilon x; x, € X f{iciin x; < x, olduqgda
f(x1) > f(x, olarsa, f- funksiyasina X- ¢oxlugunda azalan
funksiya deyilir.

Torif 3. Artan vo azalan funksiyalara monoton
funksiyalar deyilir.

Nimuno 1: f(x) = x3 funksiyas1 biitiin odod oxu
tizorindo monoton artan funksiyadir. (sokil 2)

v
Ya y=x

Y

Niimuno 2: f(X) = x? funksiyas1 (—oo; 0) — da monoton
azalan, (0;+oo )-da iso monoton artandir. (sokil 3)

v

&

fix) = x*
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5.5. Tak va ciit funksiyalar

Toyin oblasti koordinat baslangicina nozaron simmetrik
olan funksiyalara baxadg.

Tarif: Toyin oblasti D(f) koordinat baslangicina nazo-
ron simmetrik olan

x € (—a; al; f(x) funksiyasi {ligiin
f(—=x) = f(x) sorti 6danilorss 1)
y = f(x) funksiyasina [-a; a] araliginda ciit funksiya deyilir.

Basqa sozlo, toyin oblastindan gotiiriilon istonilon x
tiglin f(—x) = f(x) sorti ddonilorsa f(x) funksiyasi clitdiir.

Niimuna: f(x) = 2x* +3 funksiyasimin  tok Vo
cltliiyiinii aragdiraq:

f(=x) =2(—x*)+3=2(x*)+3=f(x) -
funksiya ciitdiir

Tarif: Toyin oblastindan gétiiriilon istonilon X tigiin
f(=x) = —f(x) sorti 6donilorss (2
y = f(x) funksiyasina tak funksiya deyilir.

Niimuno: f(x) =3x3+ 5 funksiyasin tok vo ciitliiyiinii
arasdiraq:

f(=x) =3(—x3)+5= —3x3+5 = —f(x) — funksiya
tokdir
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Tarif: Toyin oblastindan gétiiriilon istonilon x tigiin (1)
Vo (2) sortlorinin heg biri 6donilmazso onda f(x) funksiyasi
periodik funksiya adlanir.

Yani, f(x) -s1na tok na do ciit funksiya deyil.

Niimuna: f(x) = 3x3 + 2x? — 8 funksiyasmin tok Vo ciitlii-
yiinii arasdiraq:

f(=x) =3(—x3) +2(—x?) -8 =—-3x3+2x*> — 8=
—(3x3 — 2x* + 8)

na tok deyil no do ciit deyil. (periodik funksiyadir)

Tak va ciit funksiyalarin xassalari

1) ki ciit funksiyanin comi ciit funksiyadur.
2) Iki tok funksiyanin comi tok funksiyadir.

3) Iki ciit funksiyanin hasili vo nisbati ciit funksiyadir.

4) f -funksiyas1 ciit funksiyasidirsa, onda % -do ciit

funksiyadir. ©ksina f-funksiyasi1 tokdirss, onda %-ds tokdir.

Ciit funksiyanin qrafiki ordinat oxuna gora simmetrikdir
(sokil 4).
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Tok funksiyanin qrafiki iso koordinat baslangicina
nazoron simmetrikdir (sokil 5).

N

0

Funksiyanin tok va ciitlityiiniin arasdirilmasina aid
misallar:

Misal 1. f(x) = 10x” + x> — x3 + 7 tok vo ciitlii-
yiinii tayin edin:

f(=x) =10(=x)" + (—x)°> = (—x)3+ 7=
—10x7 — x>+ x3 + 7=—f(x) cavab: funksiya tokdir

Misal 2: f(x) = 7x°® + 3x* —9x? + 8 tok Vo ciitlii-
yiinii tayin edin:
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f(=x)=7(=x)° + 3(=x)* =9 (—x)*+8=
=7x° + 3x* —9x* +38
cavab: funksiya ciitdiir

Misal 3: f(x)= 3x® — 2x34+9x% — x tok vo
ciitlitylinii toyin edin.

f(=x) =3(=x)¢ — 2(=x)* + 9 (—=x)? —(—x) =
=3x% + 2x3 +9x? + x

Buradan goriiniir ki, verilmis funksiyalardan ciit funk-
siyalar isarasSini doyismir amma, tok funksiyalar isarasini
doyisir. Yoni funksiya na tok, na da ciit funksiyadir.

cavab: no tok, no ciit funksiyadir

Ev tapsirigl 8: Funksiyanin tok va ciitliiyiiniin
arasdirin:

1) f(x)=2x?* — 5x3+ 1; cavab: no tok, no ciit funksiyadir

2) f(x)=|x|+7; cavab: ciit
3) f(x)=-9x7 + 3x°> — 2x3+ 7x; cavab: tok
4) f)=7x* + 13x* + 8; cavab: ciit

5) f(x)=7x* + 13x3 + 8; cavab: no tok, ns ciit funksiyadir

6) f(x)=3x°% — 2x3 +9x%2 —x;
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cavab: no tok, no ciit funksiyadir
7) y=x%— 2x3 4+ 9x% -11;

cavab: no tok, no ciit funksiyadir

_ lxI+5, .
8) ¥y=s cavab: tok
_ =7x*+12x?, L.
N y=—0g cavab: ciit

10) y=0Bx® —2x+4)+ (9x —7);

cavab: no tok, no ciit funksiyadir

5.6. Funksiyanin tayin oblastinin tapilmasi

Funksiyanin toyin oblasti, arqumentin ala bilocayi
giymatlor ¢oxluguna deyilir.

Yoni, Funksiyanin toyin oblasti, x - in elo giymotloridir
Ki, bu giymotlords funksiyanin qiymati tayin olunsun.

Misal 1: f(x) IE funksiyasinin toyin oblastini tayin

edin:
D(E)={xeR, x #0}
Misal 2: f(x) = 4;;:512 funksiyanin toyin oblastin
tapin:

4x —12=0e x =3
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D(E) €( R) — { 3} ( 3-don basqa biitiin qiymatlori alir)

X+ 3
x2 —3x +2

Misal 3: f(x) = funksiyanin toyin oblastini

tapin:

D(X)=(—o0;1) U(1; 2) U (2;+400; )

Misal 4. y = /Zx — 6 toyin oblastini tayin edin:
2x —6=>0olarsa y= /Zx — 6 funksiyasinin monasi

var.
2x =2 6
x =3
D(y) = [3; + 0]

Ev tapsing1 9: Asagida verilmis funksiyalarin tayin
oblastini tayin edin:

1) f) =737 cavab: D(f)=(—o;0,5) U (05; +0; )

4x

2) f(x) = z=——; cavab: D(f)=(—w;3)U(3; 4) U
(4; +00; )
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) y=vx—6 + /8 —x ; cavab: D(f)= [6;8]

4) y= 4,/396 - 12 cavab: D(f)= [4; +oo |

5) f(x)=12x2+3x—15; cavab: D(f)=(—o0;+o0; )

x%+9
x2-8x+16

7 y= /Bx —6; cavab: D(f)= [2; +oo ]

6) f(x) = ; cavab: D(f)=(—o0;4) U (4;+c0; )
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VI FOSIL. LIMIT ANLAYISI

6.1. 9dadi ardicilhigin va funksiyanmmn limiti

Tarif 1. Natural ododlor g¢oxlugunda toyin olunmus
funksiya odadi ardicilliq adlanur.

Masalon: 1:3:5:7:9: ardicilliq (2-artir) vo Yyaxud
1,4,7,10,13, ..., (3 artwr)

Ardicilligr toskil edon ododlora onun hadlari deyilir.
Odadi ardicilligin hadlari indeksi olan harflorls isara olunur.
Nimuna: a4,a,,a3,...,a,, VO S.

Ardicilliq 6zt {a,} vo yaxud (a,) kimi isars olunur.
Odaodi ardicilligin istonilon némrali hoddini tapmaq miim-
kiindiirso, onda odadi ardicilliq verilmis hesab olunur.

Hodlorinin sayina goro ardicilliglar 2 ndvo boliiniir.
Sonlu va sonsuz haddi olan ardicilliglar.

Toarif 2. Sonlu sayda hoddi olan ardicilliga sonlu
ardicilhq deyilir.

Tarif 3. Sonsuz sayda hoaddi olan ardicilliga sonsuz
ardicilhq deyilir.

Ardicilliglar, hodlori arasindaki miinasibatlorine goro
artan, azalan, sabit, rogs edon Monoton artan ardicilhiq — Bu
ardicilligda, ikinci hoddon baslayaraq ardicilligin har bir
haddi, 6zlindan avvalki haddon boyiik olur.
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Monoton azalan ardicilliq — ikinci haddon baslayaraq
har bir haddi, 6ziindan avvalki haddan kigik olur.

Limit nadir?

Limit soziiniin harfi manast — latincadan limes (limitis)
sozlindon gotiirlilmiis monasi sarhad, hodd vo yaxud yaxin-
lasma demokdir.

Riyaziyyatda - limit soziiniin monas1 lima, belo basa

n— oo
dustlir:

Tutag ki, n artdigca (sonsuz) {a,} ardicilliginin
elementlarinin giymatlori a adadina yaxinlasir, yigilir. Daha
dogrusu bu o demokdir ki, n - in ¢ox bdyiikk giymatlorindo
ardicilligin elementlorin giymoti @ - nin  yaxin otrafinda
yerlasir. Burada a sonlu oadad va ya sonsuzluq simvollarindan
har hansi biri ola bilar,

a - n sonsuz halinda ardicilliq sonsuz bdyiik adlanir:

Hor bir ardicilligin  elementlorindon diizoldilmis ¢oxluq
sonsuzdur. Hotta ardicilligin biitiin elementlori borabar olsa
bels, yoni ardicilliq bir elementdon ibarat olsa bels, onun
elementlarindoan diizaldilmis ¢oxluq da sonsuzdur.

6.2. Ardicilhigin limiti

Tarif: Forz edok ki, E istonilon miisbat odadi iigiin elo
miisbot N ododi goéstormok olar ki, biitin n > N
giymstlerinds |a, — A| < E sorti ddanilir.
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Onda a odadine (a, ) ardicilliginin n — oo da limiti
deyilir. Yani,
lima,=a

n— oo
Teorem 1: Limiti olan ardicilliq y1gilan, limiti olmayan
ardicilliq iso dagilan ardicilliq adlanir.

6.3. Ardicilhigin limitlori haqqinda teoremlar

Teorem 1: Ogor {a,} vo {b,} ardicilliglar1 y1gilandirsa,
onda {a,} £ {b,} ardicillig1 da y1gilandir.

lim(a, £ b,)=lim a, + lim b,
n-—-oo n-—-oo

n— o

Teorem 2: Ogor {a,} va {b,} ardicilliglar1 y1gilandirsa,
onda {a,,} - {b,} ardicillig1 da yi1gilandur.

lim(a, - by)= Tlll_r)?o a, * rlll_r>r010 b,

n— oo

Teorem 3: Ogor {a,} vo {b,} ardicilliglar1 y1gilandirsa,
onda { Z—n } ardicillig1 da y1gilandir. Burada

. an lim an
lim ==2=—. (b,)#0

b lim b
n— oo n n—ow n

Teorem 4: Sabit ardicilligin limiti bu ardicilli§in
hoddino borabardir.

limc=c

n— oo
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Natica: Sabit vurugu limit isarasinin garsisina ¢gixarmaq
miimkiindiir.

lim(k-a,) = k-lima,
n—oo

n— oo

Limitlor haqgqinda qaydalar
1. (+o)+( + o) =+
2. (=) + (= 0)=—o

3.aro= o

5. —=0
O: 00, 00—o00; 1%

geyri-miioyyonlik alinarsa hor hansi riyazi qaydalarin komayi
ilo miioyyan hala gotirilmalidir.

8n -3

Misal: lim

no o 13 =71

Holli:

Qismatin limiti haqqindaki teoremi birbasa totbiq etsok,
g sokilinda geyri-miioyyonlik alariq. Bu geyri-miioyyanliyi

8n -3
13 -7n

aradan qaldirmaq ii¢lin
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kasirinin surat vo moaxracini n-o bolib sonra kasrin limiti
haqqinda teoremi totbiq edirik.

lim (8n-3) lim (22 - 3 lim 8 — lim >
1i 8n-3 _  now _now 1 n _ now n -o
13-7n  lim (13 =7n) a lim(E - 7—n) - 11m B _jim7
n- oo n—w n-w" N n n 5.
_8-0_ 8
T 0-7 7

Ardicilligin limitinin hesablanmasina aid misallar:

2

n n 1
1) lim(L- 20y o gy e et o 3y 3
n—oco " n2 n—ooo 7n2 7% 7 7
-5 L 6
2) lim =lim F—=—-
n-oco 11 -7n n-co =- 7
VATI-VE) (VAFT+VE) _
3 lim(vn+1— = lim (
) n—>oo( \/_) n—-oo vn+1+vn
lim =" =2 =0
n—oo Vn+1+yn o
4) lim n(vn2—1-—n)=
n(\/n2 -n)(Vn2- +n) n(\/nz—l—n)(\/nz—1+n)_
n—»oo vn2-1+n n—>oo Vn2—1+n -
lim 22270 i =2 —im ;—llm —
nooc VnZ—1+n n—-oo Vl’l2 1+n p-ooo |n2-1 n np-oo 1-2L 41
“nZz ta 2
-t __1
Vi—0+1 2
n+2 n2 1
5) lim \/n+ —V2n2- nZ

3= 47—
n—>00 —2—Vn*+1 n—>oo }nz 2 n4+1



L1 ntl_o0+1
6) lim =lim $¥—=——>-=-1
n—oo 1— 30 n-oo -x—1 0-1

1
. 3N 4 4n-1 . 30 440, =
7) lim ——— = lim —*
) n—oco 3n-1 4 4n+2 n—oo 3n.§+4n.16
3 3 1
e _amT T s @ +t3 _
=lim m———=lim —

1 1
- %s _ 5 _ 1
0-§+ 16 16 64
_ognogen osndpos) o Bnos
8) llm—n=11m52—: s T
n-oo 2+5 n—oo 51 et 1) n-oo oot 1
. n! . n! .
9) lim ———— = lim ————— =lim =
n—oo (n+1)! + n! noon!(n+1)+n' pscon+1+1
. 1
= lim =0.
n—»oon+ 2
. (m+D)!'+ (n+2)! . (m+1)!+(n+1)! (n+2)
10) lim R RR =
n—oo (n+3)! n—oowo (Mm+1)!' (n+2)-(n+3)
i (n+1)!- (1+n+2) m n+3 _
now (n+1D! (n+2):(n+3)  now (0+2)-(n+3) n+2
n—oo

T =
3yn. 1
n—>oo4_n.§+16 n—-oo (4) 3 + 16
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Ev tapsinigi 10: Ardicilhiglarin limitini hesablayin:

. 1 4n3%+n,, ;

a) r{l_{go(n—z- . ); cavab: oo

b) lim 2222 . cavab; -2
n-ooo 11 —8n

¢) lim,,.(Vn+1++n); cavab: 0
. 1+6"

d) lim : cavab: oo
n—-owo 1-31
. 4T43nTt i

e) rlll_r)?om ; cavab: 0

k) lim I cavab: 0
n-oo (n+1)!4+n!

3) lim —> . cavab: 0

n-owo (n+3)-(n+5) !

6.4. Funksiyanin limiti va onun xassalari

Toarif: Forz edok ki, sonlu a vo A oaododi verilib.
Istonilon € > 0 odadi ticiin elo & > 0 ododi var ki, x-in X —

¢oxlugundan gdtiiriilmiis Vo |x — a| < & borabarsizliyini

odoyon biitiin qiymatlorinds |f(x) —A| < & sorti 6doni-

lorso, onda A odadine X — a sortinde f(x) funksiyasinin

limiti deyilir.
lim f(x,)=A4
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Misal: f(x) = 2x7 543 funksiyas1 x = 3 do toyin

x -3

olunmayib.

Demoali, x, = 3 do bu funksiyanin limiti var vo

1 1

. 2x%2-5x+3 _2(x-3)(x+3) _2(x+3)
lim = = =
x—-3 x -3 x =3 1

=2x+1=2-3+1=7

6.5. Funksiyamin limitlari haqqinda teoremlar

Teorem: Sonlu limiti olan iki funksiyanin cominin,

forginin, hasilinin va nisbatinin limitlori asagidak: sortlori
odoyir.

L lim (f (o) + g(0)) = lim f(x) + Lim g(x)
2. lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — Lim g(x)
3. lim (f(x) - g(x)) = Lim f(x) - Lim g(x)

lim £ (x)
4. lim L& = = limg(x) # 0) olarsa
xX—a

x~ag(x) limg(x) ’

Natica: Sabit vurugu limit isarasinin garsisina gixarmaq

olar. (chl_r]; (f (x) varsa)

lim (k- fC0) =k lim (f(x)
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Funksiyanin limitinin hesablanmasi

Misal 1. lim =% = (X280%2) (4 40y =

x—-2 X-=2 x =2 x—2
=2+2=4
Misal 2.
. X2 -4 . x2— 4 (x-2)(x+2)
illrzl x3 -8 )_il_rle( x3 -8 ) = (x—2)(x2+2x+4) a

(x+2) _ 2+2 _ 4 _1
3

T(x2+2x+ 4) 442244 12

L (:m)-(\/ﬁwz) i

Misal 3. m—w’c_z_ﬁ - (@_@)<@+@> =
_(x—l)-(\/E+ ﬁ)_(x-1)-(JE+ ﬁ)

3x -2 —x 2x — 2
(o) (forae d) (2o i)
= 2(x — 1) = 2 :5:1

cos?x — sin?x _ (cosx — sinx)-(cosx + sinx) _

Misal 4. lim - :
x> cosx— sinx cosx — sinx
i T . om_ N2 V2 _2V2
=cosx +sinx = =cos-+sin-= —+==22=42
4 4 2 2
. sinmx m
in2 1 sin2x lim - =
. . x—sin2x ; —_— nx n
Misal 5. lim o = lim —gz = { *° N
X0 FHBAY Xm0 1T lim = —
x-0 nx n
1-2 1
o — = — -
1+4 5
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. . sin 3x . sin 3x . sin3x-cos2x
Misal 6. lim = lim m=lm_——
x-0 tg2x x—0 x—=0 sin 2x
CcOoS2x
~ sin3x ) . sin3x
= lim— » limcos2x = lim — =
x-0 Sin2x  x-0 x-0 Sin2x
sin3x . sin 3x
33— 3 lim ——
= [ 3k — 2. x20 3Xx
= lim sinz2x — o sinz2x 115
x-0 23222 2 =2
2x 2x
Misal 7.
lim sin(2x-2) __ ;. 2sin(2(x-1)) _ ;. sin(2(x—-1))
x—>1 X2-7x+6 x—=1 2(x—-1)(x-6) x—>1 2(x-1)
. 2 2
lim —= —=
x—>1 X—6 5

Ev tapsirigl 11: Funksiyanin limitini hesablayin

2

a) lim =22 cavab: =
x—1 x4 =9 2

b) lim yoxrlz? cavab: -
x-1 x-1

) lim—2—— cavab: 0
x=1 /3x—2+\/2_c

d) lirr21 2x3 +x —6) cavab: 12
x—
. x? -4 L1

e) }CILI% ( = o ) cavab: ;

K) f(x) = x*—2x+3 olarsa liﬂzl f(x)=? cavab: 3
X—
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x+3

f) lim (=) cavab: v2 +1
. x -1 .
m) Ll_rgm cavab: 1

6.6. Funksiyanin kasilmazliyi

Toarif 1: Forz edok ki, f(x) funksiyasi x, noqtesinin
miioyyon otrafinda toyin olunmusdur vo bu funksiyanin
X — x, sartinda limiti f(x,) — a barabardir.

Yani,  lim f(x) = f(x)

belo olan halda deyirlor ki, f(x) funksiyasi x, noqtesindos
kosilmozdir.

Tarif 2. f(x) — funksiyasmin x, - noqtesinda limiti
funksiyasinin  bu ndqtadoki lim f(x) = f(x,) giymotino
X—>Xg

borabordirss, onda f(x) — funksiyasmna x, - noqtesinds
kasilmoaz funksiya deyilir.

Toarif 3: f(x) funksiyas1 (a, b) intervalinin (a < b) hor
bir ndqtasinda kasilmazdirsa funksiya bu intervalda kaslmaz
adlanir.

Sag vo sol limitdon istifado etmoklo oxsar gayda ilo
funksiyanin noqtads sagdan va soldan kasilmazlik anlayislari
daxil edilir.
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Tarif 4: Funksiya a vo b noqtesinds tayin olunduqda

lin}rof(x) =f (a) olarsa funksiya a - da sagdan,
x—a

lign0 f(xf(x)) =f(b) olarsa b -do iso soldan
x-b—
kasilmoazdir.

Teorem 1: Istonilon rasional funksiya sarbast dayisenin
toyin oblastina daxil olan biitiin qiymatlorinds kasilmozdir.

Teorem 2: Istonilon irrasional funksiya toyin oblastinin
har bir noqtesinda kasilmazdir (uc noqtalo toyin oblastina
daxildirsa homin noqgtalor istisna olmagla)

Masslon: Biitiin odod oxunda toyin olunmus y = x?2
funksiyasi toyin oblastinin har bir néqtasinda kasilmazdir.

Dogrudan da V x, € (—o0; + o0 ) noqtasinda

lim f(x) = lim x? = x,% = (x,) boraborliyi ddonilir.

X—Xg X—Xg

Tarif: ©gor x, - noqtesindoki limit funksiyanin bu
noqtodoki giymotino borabor deyilss, onda funksiya x,

noqtasinds  kasilondir ( x, noqtesine isa kasilmo ndqtasi
deyirlar).

Misal 1. y=+/x funksiyas1 X > 0 ndqtosindo
kosilmozdir.

Misal  2: y=§ funksiyasi x # 0  noqtosinds

kasilmazdir. x = 0 da isa kasilmaya moaruz qalir.
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Kasilmazliyin xassalari

1. lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
X—Xg X—Xg X—>X0

2. lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x)
X—Xgo X—=Xg X—=X0

3. lim (f(x) 9(0)) = lim f(x) - lim g(x)

o) _ A T
4. lim = —L , burada lim g(x) # 0 olarsa
x—xg 9(x) xlg}clo gx) X—Xg
sartlar dogrudur.
i x+ 3, x>0
Misal 3: f(x) :{
x—1, x<0

Halli:
x = 0 noqtasi kasilma noqtasidir vo f(0) = —1

4Y

5 -

"

Misal 4. f(x) = 3:—_2 funksiyasinin kasilma ndqtasini

toyin edin:
Hoalli:

flx)= 3:—_2 funksiyasi rasional funksiya oldugundan
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3x —2:O<—>3x:2x<—>x:§

Demali, f(x)= ﬁ funksiyasinin kasilma noqtosi z -
dir.

Qeyd 1: Funksiyanin kosilmozliyi, adston hansi sabob-
don pozulur y = f(x) funksiyasinin x = x, noqtasinds ko-
silmozliyi ya bu funksiyanin x = x, noqtasinds f(x, — 0)
Vo f(x + 0) birtorofli limitlorinin olmasi, ya da ki, limitlori
olsa da f(x,) giymatino borabor olmamasi sababindon po-
zula bilar.

Bagga so6zlo: Funksiyanin kosilmozliyi o vaxt pozula
bilor ki, y = f(x) funksiyasinin x = x, noqtosindoki sag va
sol limitlorinin giymotlori eyni olmasin.

Misal 5: f(x) = x* —4 funksiyas1 x =1 do kasil-
moazdir. Yani,

lim(x2 -4 )=12 —4=1-4 =-3

x-1

liml(x2—4 )=(-1)2 —4=1-4=-3
x——

Burada, funksiyanin sag vo sol limitlorin giymatlori
barabor oldugu tigiin
lim(x* -4 )=-3
x-1
olur.
Qeyd 2:  Ogar, verilon funksiya analitik sokilda verilorsa

yani,
f) =x? =4 -2 vo f(x)= = soklinds verilorso,
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funksiyanin limitini bir basa hesablamaq mimkiindiir.
Amma, pargali funksiya sokilindo verilorso (sortlorlo
verilorso) yani,

f@)zfx+L 4 < x so lim £(0) =7

x2—-7, 4>x
Belo olan halda, funksiyanin sag vo sol limiti tapilir.

lim(2x+1)=2-4+4+1=9

X-+4

lim (x2—7) =(—4)2 —7=16-7=9

X—>—4
Demali,
lirrif(x) =9

ogor funksiya miitloq giymotdo (modulda) masalan,
f(x)—| sekllda verilorss, onda funksiyan1 moduldan

¢ixarmaq 1a21md1r. Bunun ii¢lin do verilon funksiyanin col
Vo sag limiti tapmaq lazimdir.

6.7. Asimptot. Asimptotun tayin olunmasi

Asimptot - (uygun golmayan, aid olmayan) — hor hansi
bir M ayrisino miimkiin olan godor yaxinlasan hor hansi bir
N oyrisidir.

Basga ciir desok, agor M ndqtesi sonsuzluga yaxinla-
sanda bu noqto ilo miioyyan bir diiz xott (N) arasindaki
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mosafo sifira yaxinlagirsa bu diiz xott (N) hoamin ayrinin
(funksiyanin) asimptotudur.

Asimptotun novleri: saquli, tifiiqi , maili (ayri) ola bilor

y ¥

- fi(x) y y

/ / -
’f“/ ,
b y=b Y-E{)f .

ﬂ:\ . 0 X 0 ' /0 *
x=a '

y=1(x) y-ard;h y=fi(x)

x=a saquli asimptot  y=b iifiiqi asimptot YT b ayri asimptot  y=g(x) ayri asimptot

Saquli asimptotun hesablanmasi:

P . . . .
y = % verilon rasional funksiyada moxraci sifira bora-

bar edan adad, homin funksiyanin saquli asimptotdur.

Kasr soklindo verilmoayon funksiyanin saquli asimptotu
yoxdur.

Misal 1: y =§i:: funksiyasinin saquli asimptotunu

tapin:
3x—15=0
3x =15
x=5

Ufiiqi asimptotun tapilmasi:
Ufiiqi asimptotu tapmagq ii¢iin lim f(x)= ? giymati
n—-oo

hesablanir:
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Yoni, lim f(x)-in giymoti funksiyanin iifiiqi asimp-

n-o

totdur.
Ogar, limitin giymati (+o) vo ya (— o) alinarsa iifiiqi
asimptot yoxdur.
Misal 2: f(x) =2x — 7 olarsa,
lim (2 x — 7) = +oo (iifiigi asimptot yoxdur)

X—00

lim (2x —7)=— oo (iifliqi asimptot yoxdur
X——00
Misal 3: f(x) = % asimptotu toyin edin:

lim (

n—-oo

3x -2
4x -5

3

) =3

4

y= Z (iftiqi asimptotdur)

Maili asimptotun tapilmasi:

. x3+ 1 e )
Misal: f(x) = — maili asimptotu tapin:
HE
1
=] x-‘
(1] 1 )
-1
Hoalli:

Funksiyanin suratini onun maxracina bolmok lazimdir.
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x*+ 1 |x-]
—4+x-x Ix+1

x+1

2

** 2= (x +1)+—— borabarliyi oldo edilir.

x—1 x—1

. x2+ 1 _ _
R
2
oldugundan, lim = 1 = lim (x + 1) dir.
x—+00 X7 x—+o0

y = x + 1 grafikin ayri asimptotudur.
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VIl FOSIL. TOROMO ANLAYISI

7.1. Torama. Toramanin handasi vo mexaniki
manasi

Toromo anlayist oayriya toxunanin ¢okilmasi va haro-
Kotin doyismo siiratinin toyini masalalorinin halli sayasinds
yaranmisdir. Osasan, XVII asrdo formalasmisdir. Onu daha
cox inkisaf etdiron alman riyaziyyatgist vo filosofu Q.Leybnis
(1646-1716) vo ingilis riyaziyyatgisi I.Nyuton (1643-1727)
olmusdur.

Tutaq ki, y = f(x) funksiyasi (a, b) intervalinda tayin
olunmusdur vo x, bu intervalin verilmis noqtosidir:
Xy € (a,b). Arqumentin x, noqtesinds aldigi Ax artimina
funksiyanin uygun artimi Ay = f(x, + Ax) - f (xo),
xo+ Ax € (a, b) olar.

Toarif: Arqumentin artimi sifra yaxinlagsdiqda (Ax —
0) funksiya artiminin arqumentin artimina nisbatinin limitins
y = f(x) funksiyasinin x, noqtesindo téromosi deyilir va
y'(x,) ilo isara edilir:

' . Ay . f(xg+Ax) -f (xg)
Xg) = lim — = lim ———
y( 0) Ax—0 Ax Ax—0 Ax

).
Funksiyanin téromasi y', f'(x), % Kimi do isaro edilir.
Toéromonin X = a noqtasindo aldigr giymati iso f'(a) vo
yaxud y'l.—, iloisaro edilir.
Verilmis x, noqtesinde x, € (a,b) téromosi olan
funksiyaya homin noqtods diferensiallanan funksiya deyilir.
(a, b) intervalinin hor bir noqtasinds téoramesi olan funksiya
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homin intervalda diferensiallanan funksiya adlanir.

Basqa sozlo: Noqtodo toromasi olan funksiyaya homin
noqtada diferensiallanan funksiya deyilir.

Ixtiyari L oyrisi vo onun iizorinds bir MO ndqtasi gotii-
rok. L ayrisinin ixtiyari M vo MO0 néqtasindon MOM Kkasoni
cokok (sokil 1) M noqtesi L oyrisi boyunca 6z yerini doyis-
dikdo MOM kasani do, timumiyyatlo MO noqtasi otrafinda 6z
vaziyyatini dayisar. M noqtasi L ayrisi boyunca M0 noqtasine
yaxinlagsdigda MOM kasani miiayyan MOT limit vaziyyatino
yaxinlagarsa, kasonin hamin limit vaziyystino M0 noqtasinda
L ayrisino toxunan deyilir.

y ¢ y=f(x)

Toromonin hondosi monast beladir: y=f (x) funk-
siyasinin x, néqtasinda birinci tortib téromosi (f'(x,)) funk-
siyanin qrafiki olan ayriye M, (x,, f (x,)) noqtesinda gokilmis
toxunanin bucaq omsalina barabardir:

f'(xy) =k = tana,
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Indi L ayrisine My (xo f(x,) noqtesinds ¢okilmis
M,T toxunaninin tonliyini yazmaq olar. Moalumdur Ki,
Mo (%o, f(x,) noqtesindan kegon vo bucaq amsali

K = f'(x,) olan MT diiz xattinin tonliyi

Y— f(xo) = f'(x0)(x — x4) soklinds yazilir.

yo = f(x,) oldugundan, toxunanin tonliyi

Y —¥o = f'(x0)(x — xo)

L ayrisinin My noqtesinds ¢okilmis toxunanina homin
noqtado perpendikulyar olan diiz xotto ayrinin normah
deyilir. Bu normalin bucaq omsalimi iki diiz xottin per-
pendikulyar olmasi sortindon tapmaq olar:

Onda L oayrisinin néqtasindoki normalinin tonliyi

1 1
Ktox - f’(xo)
onda L ayrisinin My (x, f(xo) noqtesindeki normalinin
tonliyi

kl‘lOI" -

1
f'(xo0)

Yy—Yo=— (x — x¢) soklinds olar.

Hor hansi cismin doyigonsiirotli diizxatli horokatino
baxaq. Bu cismin 6lgiilarini va soklini nozaro almayarag onu
maddi noqto hesab etmok olar. Molumdur ki, harokat edon
noqtonin getdiyi yol zamandan asihidir: S =S(t). Bu S(t)
funksiyasina noqtonin harokat ganunu deyilir. Noqtonin S( t)
zaman arzinds getdiyi yol S(t),

t + At zamanda getdiyi yol isa

S(t): (t + At) = S(t) + AS olar. Baxilan noqts, At
zamani arzindo A S moasafasini getmis olar. Bu halda
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_AS S+ A - S(8)
Vort - A_t - At
noqtonin t anindan t + At anina qodor miiddotdoki haroko-
tinin orta siiratina barabor olar.

Aydin ki, V,,, - orta siirati ndqtonin t anindaki siiratini
xarakterizo edo bilmoz. Lakin At zaman fasilosini ¢ox kicik
gotiirsok, onda orta siirot t anindaki siiroto ¢ox yaxin olar.
Buna goro do At — 0 sortindo limiti cismin t anindaki siirati
S(t + At)-S(t)

At

Toromonin torifino gora barabarliyinin sag torofi s(t)
funksiyanin t doyigonine nazoron toéromosidir: Yoni, toramo-
nin mexaniki manasi

adlanir vo V(t) = Alimo ilo isaro edilir.
X—>

V(t)=S'(t)
soklinds ifado olunur.

7. 2. Camin, hasilin va kasrin toramasi haqqinda
teoremlar

Forz edok ki, f(X) vo ¢(x) funksiyalar1 hor hansi (a,b)
intervalinda diferensiallanan funksialardir. X hamin intervalin
ixtiyari noqtosidir, Ax iso onun arttmidir. Funksiyanin tora-
mosi ticlin asagidaki teoremlor dogrudur

Teorem 1. Iki funksiya cominin téromasi onlarin toro-
malari comina boraboardir.

[fO) + ()] =f () + ¢ ()

Teorem 2. ki funksiya hasilinin téromasi iigiin

[f(x) - @O)]'=f" (x) - @(x) + f(x) - ¢'(X)
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diisturu dogrudur.

Teorem 3. Kosrin  toromosi  {icilin
oldugda

[f(x) 1) e()- () @' (x)
o(x) @%(x)

diisturu dogrudur.
Toramani tapmagq lisiin qaydalar
1.C"'=0 (c=const)
2. (ut+tv—w)=u +v' -
3. (cv)'=cv’

4. (uv)'=uv' +vu’

!
5 (u) _uv'-vu
"\v v2

6.y =y, 7'

p(x) #0

©)

7. (x)'=1, (x1)'=1-x°=1, (x°=1borabordir)

8. (x H=-1x7?=- %

9. (x™)'=n-x""1, (x)'=1-2 barabordir
10. (sinx)'= cos x

11. (cos x)'= —sinx
12. (tg x)'= Cozzx = sec?x
13. (ctgx)'=— ——= —cosec?x
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1

xlna

14. (log.x)' =

15. (Inx)'= %

16. (a*)'=a*-lna

17. (e*)'=e*
. 1 1
18. (arcsinx)' = =
' 1
19. (arccosx)' = — —

20. (arc tgx)' = L.

1+x2’

1
1+4x2

21. (arc ctgx)' = —

Toramonin hesablanmasina aid bazi misallarin

izahla halli:

1) (x2+vVx+9) = () + x)' +(9) = 2x + %w

) (5) =56 =5x

T3
2x+5
x2+5x+9

3) In(x*+5x+9) )=
4) (sin3x)'=cos 3x (3x)"' = 3-cos3x
5) (sin5x%)'=cos 5x% (5x%)" = 10x - cos 5x?
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1

cos? 3x

6) (tg3x)'=

-(3x) =

1

sin? 2x

7) (ctg2x)'=—

- (2x)

8) (e¥ ) =2x-e¥

’—_

3

cos? 3x

2

sin? 2x

Ev tapsirigi 12: Toramani hesablayin:

a) f(x) = =

b) f(x) = ——;

¢) f(x) = x5++x +3;
d) f(x) = (3x3 4 3x)5
e) f(x) = 5475,

?) f() = Y& +2)%
K) f(x) = logs(3x — 2);
m) y = ctg 3x;

n) y = eX*+3v-4 .

cavab:

cavab:

cavab:

cavab

cavab

cavab

cavab:

cavab:

cavab
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6x3
(x241)2

1

4y -
5x+2ﬁ

15+ (3x3 + 3x)*(9x%+3)

: In5-8x - 5%,

x2

5,/(Jc3+2)2

3
" (3x-2)In5

)
"5

3

sinx23x
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7.3. Funksiyanin ekstremumu. Toramonin komoayi ilo
onlarin tapilmasi

Torif 1: f'(x) = 0 olan noqgtalori vo téromonin olma-
dig1 x noqgtalari f(x) funksiyasinin béhran noqtalori adlanir.

Toarif 2: Funksiyanin maksimum vo minimum ndqte-
lorina onun ekstremum noqtalori deyilir.

Torif 3: f'(x,) = 0 borabarliyini 6doyan x, noqtasine
f (x) funksiyasinin stasionar noqtasi deyilir.

Funksiyanin maksimum Vo minimum noqtalarini onun
bohran noqtalori arasinda axtarmaq lazimdir

Torif 4: x; noqtesinin miloyyan otrafindan olan biitiin
X-lor tgin X # x; f(x;) > f(x) borabarsizliyi 6donarss,
f (x;) giymatina funksiyanin maksimum qiymoti, x; -
noqtasing ise f(x) -in maksimum noqtasi deyilir.

Tarif 5: x, - ndqtosinin miiayyan otrafinda olan biitiin
X-lor iciin X #x, f (x;) < f(x) o6donilorsa, f (x5)
giymotino funksiyanin minimum qiymati, X, - ndqtasine iso
f (x) funksiyasinin minimum noqtasi deyilir.

Demali, ekstremum funksiyanin yaxin yerlason giymat-
lori arasinda on boyiik vo ya an kigik qiymatloridir .
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Yy min

4 AN
ﬁa\x (%)

f(x,)

X

|

| |

| |

| |

i I
0 X X:

Beloliklo, f(x) funksiyasinin [a,b] pargasinda

maksimum va minimum giymatlorini tapmaq tigiin:

1) f(x) funksiyasimin [a,b] par¢asi daxilinds olan biitiin
giymatlarini hesablamaq:

2) f(x) funksiyasinin [a,b] pargasinin uc noqtolorindoki
f(a) va f(b) giymatlorini hesablamag:

3) alinan bu adodlorin  on bdyiiyiinii vo ya on kigiyini
se¢mok lazimdir.

Tapilmis ododlor uygun olaraq, funksiyanin verilmis
parcada on boyiik vo on kigik giymatlor olur. Funksiyasinin
[a, b] pargasinda maksimum vo minimum giymotlori uygun
olarag max f(x) vo min f(x) kimi isara olunur.

Natica: Arqumentin baxilan biitiin giymatlorinds f(x)
funksiyasinin téromasi varsa, onda bu funksiya 6z ekstre-
mumunu yalniz téramonin sifira barabar oldugu noqtslords
ala bilor.

Ekstremumun varlig: tigiin kafi sortlor verilmis funksiya
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Oziiniin bohran noqtasinds no zaman lokal ekstremum giymaot
alacagini toyin etmok ii¢lin noqto otrafinda onun téromasini
todqiq edirlor. Bu gayda ilo funksiyanin birtartibli, ikitartibli
Va s. toramoalarindan istifads etmaklo lokal ekstremum varligi
liclin miixtolif kafi sartlor verilir.

Misal 1. f(x) = 6 x* — x® + 4 funksiyanm ekstremum-
larin1 tapaq:

Halli:

F(X) = 24x3- 6x5

6x3 (4-x2)=0

x=0; x=22

£(0) 0- 0 + 4 = 4 (min)
f(=2)=6-(—2)* — (-2)° + 4 = 36 (max)

f(2)=6- 2% — 2%+ 4 =36 (max)

7. 4. Ekstremumun yiiksak tartibli toroma vasitasila
arasdirilmasi

Bozon funksiyanin lokal ekstremumunu yiiksok tortibli
toromo vasitasilo toyin etmok daha slverisli olur.

Teorem: ©gor y = f(x) funksiyasinin X=X, noqtasindo
n-tortibo  qgodor kosilmaz  vo f"(x) = f"(x) = .=
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FOD(x) =0, f™(x,) #0 sortlorini 6doyon téromalori
varsa, onda n ciit adod oldugda X = x, noqtesinds y = f(x)
funksiyasinin lokal ekstremumu vardir. n tok odod oldugda
IS0 X=x, noqtasinds y= f(x) funksiyasinin lokal ekstremumu
yoxdur. Bu halda:

1) nciit odod Vo f (x) < 0 oldugda f(x) funksiya-
smin X = x, néqtasinds lokal maksimumu var.

2) n ciit oded Vo f (x) > 0 olduqgda f(x) funksiya-
siin X = x, noqtesinds lokal minimumu var.

Basqa sdzlo: Ogor £ (x,) >0 isa X ndqtesinds f(x)
funksiyasinin min var

ogar f"(x,) < 0 isa x, noqtesinda f(x) funksiya-
sinin max var

X

3
Misal 2: f(x) = — - 16x ekstremumlar1 tapag:

f'(x)=x?-16=0

" (x) = 2x olduguna gora
f'(=4) =2-(-4) = -8 < 0 (max)
f"(4) =2-4=28>0 (min)

Misal 3: f(x) = 6x — 2x3 funksiyanin [—2; 3 | max vo min
giymatlarini hesablayaq:
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Hoalli:

f'(x) =6-6x% f'(x)=0
6(1—x2)= 0

x=+1

f() = 4 (max)

f(=1) = — 4 (minx)

Indi par¢anmn uc néqtolorindoki [—2,3] giymotlorini

hesablayaq:

f(=2) = 4> 0 (max)
f(3) = =36 < 0 (min)

Beloliklo, f(max) =4; f(minx) =—-36

Ev tapsinigi 13: Asagida verilmis funksiyalarin mak-

simum va minumum giymatlorini tapin:

1.

2.

3.

4.

y = % x3 +2,5x% + 4x;  cavab: max=8/3, min=1,83
y = % x® +1,5x% + 2,5x; cavab: max= 4% , min=—1§

y = 2x3 + 15x% + 24; cavab: max=149, min=24

y=x3+4+2x% [-1; 1]; cavab: max=3, min=0,

5. y=x*—-8x?+1, [-1; 2]; cavab: max=1, min=—15,
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6. y= —x —i, [0,5; 3]; cavab: max=—2, min=-3,33

7. y=x*—4x+5, [-3;1,]; cavab: max=26, min=2
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VIII FOSIL. IBTIDAT FUNKSIYA ANLAYISI.
QEYRI-MUOYYON INTEQRAL

8.1. Ibtidai funksiya va onun xassalari

Diferensiallanma omolinds F(x) verilir. Bu zaman
f(x) = F'(x) sortini 6doyan f(x) funksiyasim tapmagq talob
olunur.

Inteqrallama omolindo f(x) funksiyasi verilir, tdromosi
bu funksiya olan, yani

F'(x) = f(x)
sortini 6dayan F(x) funksiyasini tapmaq tolob olunur. Demali,
integrallama omoli diferensiallama omalinin tors omalidir.

Tarif 1. Verilmis araligdan gotiiriilon biitiin x-lor {igiin

F'(x) = f(x) olarsa,
onda, F(x) funksiyasina f(x) funksiyasmin ibtidai funksiyasi
deyilir.

(araliq dedikdo, parca, interval, yarim interval vo S.
basa diistiliir).

Basqa sozlo: Ogor [a, b]pargasinin biitiin négtolorinds
F'(xX)= f(x) boraborliyi 6donorss, onda F(x) funksiyasina
f (x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi deyilir.

Teorem 1. Miioyyon araligda toyin olunmusg funksi-
yanin ixtiyari iki miixtolif ibtidai funksyasi bu araliqda bir-
birindan sabit qadar farglanir.

ibtidai funksiyanmn {imumi ifadosi do belo olur

F(x) +c; (c = cons)
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Yoni, funksiyanin he¢ olmazsa bir ibtidai funksiyasi
varsa, onda onun sonsuz sayda ibtidai funksiyasi var.

Misal 1. f(x) = x* + 3 funksiyasma baxaqg.

Burada, f'(x) = 2x olduguna gora

F(x):zxz—Z:xZ+CoIar

8.2. Qeyri-miiayyan integral va onun xassalari

Torif 3. Hor hansi (a,b) intervalinda verilmis f(x)
funksiyasinin biitiin ibtidai funksiyalar1 ¢oxluguna f(x)
funksiyasinin hamin intervalda geyri-miioyyan inteqrali
deyilir vo [ f(x)dx simvolu ils isaro edilir (“integral ef iks
de iks” kimi oxunur).

Burada, f(x) inteqralalti funksiya, f(x)dx iso
inteqralalt: ifadadir.

Torifo goro, F(x) funksiyasi (a,b) intervalinda
f(x) funksiyasinin hor hansi ibtidai funksiyasidirsa,
[ f(x)dx = F(x) + ¢ soklinds yazilir,

Funksiyanin geyri-miiosyyon inteqralinin tapilmasi
omoliyyati inteqrallama adlanir.

Intergral alma omoliyyatinda, inteqrali alinacaq olan
ifadinin hansi funksiyanin téromosi oldugu moalumdursa bu
funksiyaya ixtiyari bir C sabiti alavo etmokls integral hesab-
lanmisg olur. Buna goro, toromo movzusunda gordiiyiimiiz
diisturlarin dogru oldugunu yazmagq olar.

1. [x™dx = i

X

+c, (n#-1)
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2.f§dx=ln|x|+c, (a>0,a#1)

3.fa”dx=li—a+c, (a>0;a+1)
4. [e*dx =e* +¢

5. fcosx dx =sinx + ¢

6. [sinxdx = —cosx +c¢
dx .
7. [ 7= =arcsinx + ¢ = —arcosx + ¢
8.f16+lzz = —arctg +c
1 a+x
9fa2 xZ_Zlna +¢, (a#0)

10. IW = ln|x+\/x2ia2 | +c¢, (a#0)

Demoli,  geyri-miioyyan inteqral y = F(x) +¢
funksiyalar ailosindon ibaratdir.
8.3. Qeyri-miiayyan inteqralin xassalori

Xassa 1: Qeyri-miiayyan inteqralin téromasi inteqralalti
funksiyaya diferensiali isa inteqralalt1 ifadoya boarabordir.

( f(x)dx) =f(x)
d([ f(x)dx) =f(x)dx

Xassa 2: Funksiyanin diferensialinin geyri-miioyyon
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inteqrali funksiyanin 6ziindon sabit toplanan godoar forglidir.

[df(x)dx = f(x) + ¢ (buradaki f(x) funksiyas
kasilmazdir)

Xassa 3: Sifirdan forgli sabit vurugu geyri-miioyyan
inteqral isarasi Xaricina ¢ixmaq olar.

[cf(x)dx =c [ f(x) dx (burada c — sabit vurugdur)

Xassa 4: Iki v ya bir nego funksiyanin cominin geyri-
miioyyon inteqrali onlarin inteqrallarinin comina barabardir

JIA @+ £, )]dx = [ fi () dx+[ f, (x) dx

Qeyri-miiayyan inteqralin hesablanmasina aid misal holli

D JVE—Tdx=f(x— 12 dx-1)=2(x~1)7 +c=

UJIN

Jox—1D%+c
2) [VEx 2 dx=1[(Bx+2)7 dB3x + 2)=

3
2

3
= - 2(3x+2)2=2(3x +2)

Bx+2)3+c¢

dx

ONE = f(ms)%:-f(z x+5)% d(2x +5) =

=§-§(2x+5)3=23 (2x+5)2 +c

w

-2 1 1
4)f(%—3\/§)dx=f(x?—3x5)dx= 3x3—-3-Zx2=
1 3
=3x3 —2x2=3Yx —2Vx3+¢
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dx dx
5) fx2+12x+27 - f(x+6)2—9

f dx iln x
x2-a?2 2a

d(x+6) 1 x+6-3 1 x+3
6 = = —In | == |
) f(x+6)2—9 f(x+6)2—32 2:3 x+6+3 6 x+9 te
dx dx dx 1
7 = —_— —_—— = ———qar
) fx4+x2 J‘xz(x2+1) fXZ X2+1 x arctgx +c

8) [tgxdx = [22%gx = — [LD —_jpjcosx| + ¢

CosXx Cosx
xdx 1 pd(x*+1) _
9 [ = f—x2+1 In|x* + 1| + ¢
in3
10) [cosx-sin?xdx = [sin?xd(sinx) = ==+

11) [—xeX dx = —%f exzd(x2)=—§ e +c

x+1
xX+5

= [ -1
(x+3)2-4 22

12) |

x+3—2| -1

x+3+2 4

2 4

x2+6x+5

8.4. Qeyri-miiayyan inteqralda hissa-hissa
inteqrallanma iisulu

[Udv =UV- [VdU
Misal 11. [ x cos xdx = UV— [ VdU burada,
x=U; cosxdx =dV
du=dx, V=sinx onda
fUdu=xsinx — [ sinxdx =x-sinx + cosx + C

105



8.5. Qeyri-miiayyan inteqralda dayisenin avaz
edilmasi iisulu

Jf@dx = [ f(@®)e'(t) dt
Misal: [ (x? +x)3 - (2x + 1)dx
x% + x = U ovoz etsok, onda 2x + 1 =du olar.
(x? + x)'= 2x+1 oldugu {igiin.
Onda
JUi-du=L+C demali

_(x%+x)*

[ (x*+x)%-(2x+ Ddx = .+ C olar.

Ev tapsirgi 14: Asagida verilmis qeyri-miiayyan inteqral-

lar1 hesablayin:

1. [5x3dx; cavab: 2 x* +c
4

2. [(2x3 + 3x — 6) dx; cavab: %x4+§x2—6x+c

3. f% dx ; cavab: S5In|x+3|+¢
2_
4, f4x x5x+3 dx; cavab: 2x? —5x + 3In|x| + ¢
xX+4
5. [2*** dx ; cavab: *—+ ¢

In2
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6. [5%dx; cavab: -+ ¢
In5
7. [e?*73 dx; cavab: iezx‘3+c;
8. [(3x® —sin5x)dx;  cavab: zx"‘+ gcos 5x + c;
9. f[(x+3)(x—2) dx; cavab: §x3+%x2 —6x+c

10. [(—5x> + 3x) dx; cavab: — Z x6+%x2 +c
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IX FOSIL. MUDYYON INTEQRAL VO ONUN
TOTBIQI

9.1. Miiayyan inteqrahn tarifi

Forz edok ki, y = f(x) funksiyas1 [a,b], a < b parcasini
hor hansi gayda ilo n hissays boliir:

A= xp < xqp e <x; < Xjypqp << x,=b

hor bir [ x;_4, x; ] par¢asinda ixtiyari &; noqtosi gotiirak:

Xio1 <& < x5, 0 <isn
TN ]
£(€,) I
NN
SN
N Q
\\ N (Sekil 1)
0O Xo=aXi-1€XiXo=b X

Asagidaki kimi bir com diizaldok:

o = f(&)Axq + f(&)Ax, ++ f(E)Ax, = Z (i) Ax4
i=1

Bu como y=f(x) funksiyasinin [a,b] par¢asinda inteqral
comi deyilir.

o kamiyyatinin handasi manasi (sokil 1)-da verilib.
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Tarif 1: o integral cominin A — 0 sortinds sonlu  limiti
varsa, bu limito y = f(x) funksiyasinin [a,b] pargasinda
miioyyon inteqrali deyilir.

I'= limyo Xiq f(§)AX;

f(x) funksiyasinin [a, b] par¢asinda miioyyon inteqrali

[} F(x) dx (1)
kimi yazilir.

Burada a vo b uygun olaraq inteqrallamanin asagi vo
yuxart sarhadlori, X-o iso integrallanma doayisonidir.

Teorem 1. f(x) funksiyasi [a, b] par¢asinda kosilmoz-
dirse, onda onun homin pargada miioyyon inteqral var.

Teorem 2. f(x) funksiyasi [a, b] pargasinda toyin olun-
mus miihdud funksiyadirsa vo homin par¢ada sonlu sayda
kasilmo ¢oqtosi varsa, homin funksiyanin [a, b] par¢asinda
miioyyon inteqrali var.

Teorem 3. f(x) funksiyasi [a, b] par¢asinda monoton-
dursa, onda homin pargada funksiyanin miioyyon inteqrali
var.

9.2. Miiayyan inteqralin xassalori

Forz edok ki, baxilan biitiin funksiyalar uygun parcada
inteqrallanandir.
1. Miioyyan inteqralin qiymsoti inteqrallama doyise-
nindon asili deyil,
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[y fGOdx = [} f(®)dt = [ f(2)dz

2. Miioyyon integralda integrallama sorhadlori eyni
olarsa integral 0-a boraboardir.

J; f()dx=0

3. Inteqrallama sarhadlorinin yerini doyisdikdo inteqral
isarasini doyisir.

f;f(x)dx =— [ f()dx

4. Ixtiyari a, b, ¢ odadlori iigiin f(x) funksiyasi [a, b],
la, c], [c, b] pargasinda inteqrallanandirsa, onda

[P Feodx = [ f@)dx + [ f(x)dx dogrudur.

5. Sabit vurgu miioyyen inteqral isarasi xaricino ¢ixar-
mag olar.

f; Af(x)dx =A fff(x)dx (A = const)

6. Sonlu sayda funksiyalarin cobri cominin miiayyan
inteqrali, homin funksiyalarin baxilan parcada miioyyan
inteqralinin uygun cabri comina barabardir.

UG + 000 -9 ) dw = [ f@dx +
+f; @(x)dx — ff g(x)d
7. Tok funksiyanin sifra nozaron simmetrik parga iizro

inteqrali sifira barabardir. Yoni, f(x) funksiyas1 tok funksiya
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olarsa onda,
S5 f(x)dx=0olar
8. f(x) funksiyasi ciit funksiya olarsa iso onda,

S5 fF(x) dx=2f; f(x)dx olar.

9.3. Nyuton-Leybnis diisturu

Ogoar, f(x) funksiyasi [a, b]par¢asinda koasilmaz vo F(x)
funksiyasi iso f(x)-in [a,b] pargasinda ibtidai funksiyasidirsa
onda,

[2 FG)dx = F(x) | 5= F(b) - F(a) 2)

diisturu dogrudur. (2) diisturuna Nyuton-Leybnis diisturu
deyilir.

Misal 1: | 01(3x2+4x+1) dx inteqralini hesablayaq:
Halli:
f01(3x2+4x+1) dx = (x3+2x% + x) | 3 =

=1°+2-1°+1-0=4
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9.4. Miiayyan inteqralda dayisenin avaz edilmasi
isulu

Teorem: Forz edak ki,

1) f(x) funksiyasi [a, b]par¢asinda kosilmozdir.

2) ¢(t) funksiyasi [ @, 8] parcasinda diferensiallanan-
dir, bels ki,

@ (t) funksiyasi [ a, B] pargasinda kasilmazdir vo ¢(t)
funksiyasinin giymatlor ¢oxlugu [ a, b] pargasidir.

3)p(a) =a, ¢(b)=b.onda
[7 FGodx = [ Flp(t)e' (t)dt diisturu dogrudur,

Bu diistura  miioyyan integralda dayisenin oavaz
olunmas diisturu deyilir.

4x dx

x2-1

Misal 2: | 23 inteqralint hesablayaq:

Holli:
x? — 1=t ovozlomosi edok. Onda 2xdx = dt olur.
Yeni inteqralin sarhadlorini tapag.

Xx=2 lgin t=3, x=3 g¢ln 1iso t=8 alinir.
X =+t + 1 funksiyas: [3, 8] parg¢asinda kosilmazdir. Yeni
aliman funksiya da kosilmozdir. Onda (3) diisturunu tatbiq
etsok

f34xdx _ zf32xdx_2f8£=

2 x2-1 2 x2-1 “J3 ¢
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=2Int |§=2(In8—1n3) =2In> olar

9.5. Miiayyan inteqralda hissa-hissa inteqrallama
diisturu

Teorem: Forz edok Ki, u(x) vo v(x) funksiyalarinin
[a, b] parcasinda kasilmoz toromoalori vardir. Onda

f: udv = uv |2 — f: vdu (4)

diisturu dogrudur. Bu diistur miiayyan integralda hissa-hissa
integrallama diisturudur.

Misal 3: fon sin x dx inteqralin1 hesablayaq:
Hoalli.
u=x; du=dx; sinxdx=dv e v= — cosx.
Bunlar1 (4) diisturunda nazoars alsaq,
fonsinxdx = —fonxd(cosx ) = — Xcosx 701 +
+f0n cos xdx =1
olar

Miiayyan inteqrallarin hesablanmasina aid misalla-
rin izahh halli

1. [/(4x+1)dx =10 v a+b =2 oldugunu bilorok b—a
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forgini hesablayag.
[7 (4x + 1) dx= (2x + %) | = 2b* +b —2 a® —a = 10
a=2-—Dboldugundan 2b?+b-2(2-b)?-2+b=10
10b —10=10

b=
a=2-b=0

2. a-nin hansi gqiymatindo f02(4-x3 —a)dx=20
barabarliyi dogrudur?

[7(4x® — @) dx = (x* —ax)|3=16-2a=20 —a=-2
buradan alariq ki, a = —2 giymatinds boraborlik dogrudur.

3. fol(x2 + 4) dx inteqralin1 hesablayaq:

3
lo2 + @ dx= (S +an)|) =1+a-0=41

4. | 12(3x2 — 3) dx inteqralin1 hesablayagq:
[[Bx®-3)dx=(x>-3x) |} =8-6-1+3=4

1
5. fol x2 dx inteqralin1 hesablayagq:

1
x7+1

N|w

1 1 2 2
Jo x7 dx = v [§=5x2]§ =2

6. [sin2x dx inteqralini hesablayaq:
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z cos2x | ¢ z
Jgsin2x dx = — . |8 = —-cos2x |8:
-_1 T_ —_1 .1 _4\=1
= 2(cos3 cos0) = > (2 1) :
7. f —2 inteqralinm1 hesablayaq:
52dx _ 2 1)s5__2,1_1,__2 . 3, _1
fZ 3x2 3 x|2 3(5 2) 3 ( 10) 5

8. fol(x3 + 2x% — 1)dx inteqralin1 hesablayaq:

4 3
fol(x3+2x2—1)dx=(x:+%— x)|§= —+——1—

1
0= ——
12

9. foz Vx dx inteqralin1 hesablayaq:

1

+1 6 6
f \/_dx—fdex—ﬁ|5:§x§|5:§-2§:
_55 6 _25
_6\/__3\/5
10. fol ¥x + 1 dx inteqralini hesablayaq:
1
1+3
fl Vx+1 dx—f (x+1)3 dix+1) = (x+1)1 21 ==
3

%(x+1)3 0_—(2 5 -1) == (22 -1)
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9.6. Miiayyan inteqralin tatbiqgi. Miistavi fiqurun
sahasinin hesablanmasi

Forz edok ki, y = f(x) funksiyas1 [a,b] par¢asinda
kasilmazdir.

Onda x = a; Xx = b duz xatlori vo absis oxu ilo hiidud-
lanmis miistovi fiqurun sahosi

S= f; f(x) dx diisturu ilo hesablanir

YA

y=f(x)

a o) Q

ogar, vy = f(x) voy=g(x) ayrilori vo x=a; x=b
duz xotlori ilo hiidudlanan  miistovi ~ fiqurun  sahasi

sorusularsa onda saho S = f:[f (x) — g(x)]dx disturu ilo
hesablanir.

Misal 1. f(x)=x? + 1 oyrisi ilo x = 0; x = 3 diiz
xatlarinin hiiddidlanmis miistovi fiqurun sahasini tapaqg:
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7

\ £3

S= [2(x%+dx = +x |} =(9+3) - (0)=12

Ogor, qgrafikdo hiidudlanan saho asagidaki sokildo
verilorsa (manfi hissado)

onda saho S=-— f: f(x) dx diisturu ilo hesablanir.

Misal 2. Verilon:y = x? —4x—5, x=-1, x=5
hiidudlanan sahani tapag:
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S=—['fx)dx=—[" (x* —4x—5)dx=

=X _ox? —5x|° =-36
3 1

Inteqral isarosinin garsisinda monfi isarasi oldugu iigiin
S=—-(—36)=36

olar.

Sahonin hesablanmasina aid misallarin holli

Misal 3. y=x+4+2 vo y= x? grafiklorinin kosis-
mosindon alinan sahani tapad:

Holli:
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S=[f(x+2)dx— [ x%dx=[*(x +2 - x?)dx =

x? x3 12 _ 8 1 1, _9 _
—+2 == |0 =@+4——-)-(;-2+7)=-=45

Misal 4: f(x)=x>—x vo f(x)=—x?>+5 -nm
grafiklorinin kasismasindan alinan sahoni tapaq:

Holli:
[k 6nco, inteqralin sorhadlorini tapag: yoni,

— x% 4+ 5x =x2 — x tonliyini hall edak.

—2x%>+ 6x=0
X(x+3)=0;
x=0, x=3

Inteqralin sorhadlori molum oldu. (0 vo 3)

3
S=f03(—2x2+ 6x )dx = — 2%+ 3x2|g=
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=-18+27-0=9

Ev tapsirig1 15: Verilmis sortlora uygun hiidudlanan
sahani hesablayin:

1. f(x) =—x%?+4x vo x=0; x=2;
cavab: %?

2. y=x*—4x+5 vo x=-1, x=3
cavab: 13%

3. y=2x+3 vo y=x?%"
cavab:%

4. f(x)=x?—2x vo f(x)=—x%+ 4x;
cavab: 9

5. y=x2—-2x+3;, x=-1; x=2
cavab : 9

6. y=x>—x Vo y=-x?+3x;

8
cavab: 5

7. y=9x% —4 voy =x%+8x + 12;
cavab: 12
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8. y=5-x*vo y=x+3;

vo y=x%-1;
cavab: 2
3
10. y=x%2—4x -5, x=-1, x=3;

cavab: 26 g
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